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本 节 共 分 十 四 章 ， 它 系统 、 完 整地 阐述 了 抛物 问题 的 有 限 元 法 及 其 数学 
限 论 ， 书 中 论 及 的 有 限 元 法 包括 Galerkin 法 、 日 ~ : 方法 、 混 合法 AR 
法 以 及 简单 的 各 基于 Padé 再 近 的 时 间 离散 化 方法 ， 既 讨论 了 光滑 初 值 问题 ， 
也 讨论 了 非 光 滑 初 值 问题 ， 还 涉及 到 非 线 性 和 奇 型 的 抛物 问题 深入、 细致 地 
介绍 了 在 上 Ls 模 、 工 - 模 以 及 负 模 意义 下 分 析 有 限 元 法 收敛 人 性 和 建立 理论 误差 佑 
计 的 方法 .技巧 。 

这 本 书 具 有 由 浅 入 深 、 内 容 新 颖 精炼 的 特点 ， 可 作为 有 关 专 业 高 年 级 学 生 
位 研究 生 课 的 教材 ， 也 是 一 本 普及 、 提 高 有 限 元 理论 方法 的 很 好 的 读物 和 参考 
书 ， 可 供 具有 大 学 数学 水 平 的 教师 、 研 究 生 、 科 学 工作 者 以 及 工程 技术 人 员 阅 
R. 
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ABR BR, MU- H RUBIES. ABA 
于 抛物 问题 的 Galerkin 有 限 元 法 的 数学 极 述 ， 书 内 论 题 的 
选择 并 不 表示 详尽 无 温 ， 只 能 说 是 充分 反映 了 著者 折 十 多 年 
来 在 这 个 领域 内 的 工作 。 

本 书 的 目的 主要 是 适宜 教学 ， 所 以 ， 重 点 放 在 一 些 典 型 
问题 分 析 的 轴 路 和 方法 上 ， 布 不 去 纽 缠 方 法 的 每 个 细节 。 本 
书 总 结 了 抛物 问题 有 限 元 法 的 最 近 发 展 ， 对 于 所 列 的 每 个 论 
题 的 更 完整 结果 ， 给 读者 介绍 了 可 参考 的 文献 。 

由 于 对 抛物 问题 的 Galerkin 方法 的 陈述 和 分 析 、 一 般 
都 基于 相应 的 定常 问题 的 结果 ， 所 以 为 了 完整 起 见 ， 在 本 节 
的 内 容 中 也 包含 了 一 些 必要 的 椭圆 问题 的 结果 、 

下 边 是 本 书 内 容 的 概要 ， 

EAS SHARE RNA NAAM t HH Ps 
齐 次 边界 条 件 的 热传导 方程 的 典型 初 边 值 问题 ， 考 虑 了 最 简 
MM Galerkin 有 限 元 法 。 我 们 采用 了 问题 的 标准 弱 肛 式 ， 
并 且 ， 首 先 用 分 片 线性 函数 ， 然 后 再 用 更 一 般 的 分 片 多 项 
式 ， 去 近似 在 区 域 的 边界 上 满足 齐 次 条 件 的 函数 。 我 们 以 这 
样 的 典型 问题 为 例 ， 给 出 了 在 能 量 和 平方 平均 度量 下 的 基 
本 误差 估计 式 。 这 里 首先 针对 由 单独 离散 空间 变量 所 得 到 的 
学 离散 问题 进行 讨论 ， 然 后 再 对 由 进一步 离散 时 间 变 里 所 得 
的 通常 的 全 离散 格式 进行 讨论 。 

在 紧 接 着 的 五 章 里 ， 我 们 讨论 了 半 离 散 近 似 情 形 的 结果 
的 某 些 扩展 和 推广 ， 并 给 出 了 在 一 些 不 同 度量 下 RS A 
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问题 非 标 准 弱 陈述 的 Nitsche 半 离 散 方法 ， 被 选 作为 这 样 的 
-ARFI EREE, 对 齐 次 热传导 方程 情形 ， 给 出 了 更 
精确 的 误差 估计 。 此 时 对 于 相应 给 定 初 值 的 解 的 光滑 性 ， 要 
求 一 个 准确 的 描述 ， 即 是 用 本 书 中 反复 用 到 的 函数 空间 
HO) 来 表达 ， 这 个 空间 照顾 到 了 其 构成 元 素 的 光滑 性 和 
边界 状况 两 方面 的 要 求 ， 我 们 同时 证 明了 ， 半 离散 解 算 子 对 
正 的 时 间 有 类 似 于 连续 情形 的 光滑 性 质 。 并 且 ， 作 为 一 个 推 
论 ， 证 明了 其 至 当初 值 不 光滑 时 ， 有 限 元 解 也 有 足够 的 收敛 
阶 . 在 第 四 章 中 ， 将 第 二 、 第 三 章 的 结果 推广 到 更 一 般 的 ] 
物 方程 。 在 第 五 章 ， 对 于 一 个 简单 情形 ， 导 出 了 一 些 按 最 大 
模 的 先 验 界 和 误差 估计 。 在 第 六 章 ， 证 明了 一 些 负 模 估计 ， 
对 一 些 情形 同时 证 明了 在 特定 点 上 收敛 性 〈 超 收敛 ) 的 有 关 
结果 。 

在 其 次 的 三 章 里 ， 我 们 讨论 了 半 离 散 问题 的 时 间 离散 
t. 首先， 在 第 七 章 里 ， 研 究 了 齐 次 热传导 方程 ， 并 且 对 光 
滑 和 非 光滑 初 值 的 两 种 情形 给 出 了 类 似 于 前 边 的 结果 。 这 里 
讨论 了 对 时 间 离 散 化 的 单 步 型 方法 ， 并 且 这 种 方法 依赖 于 指 
数 函 数 的 有 理 盈 近 ， 标 准 的 Euler 方法 和 Crank-Nicolsor 格 
式 作为 特例 ,在 第 八 章 里 ,我 们 研究 了 非 齐 次 热传导 方程 的 全 
离散 单 步 方 法 ， 这 些 方法 在 每 个 时 间 步 要 计算 右 端 项 在 一 固 
定 的 有 限 个 点 上 的 值 。 在 第 九 章 ， 我 们 应 用 Galerkin 方法 
进行 时 间 变 量 的 离散 化 ， 在 时 间 变 量 方 向 上 寻求 分 片 多 项 式 
形式 的 离散 解 。 此 时 解 在 节点 处 可 以 是 不 连续 的 ， 时 间 方 向 
的 痢 分 也 不 一 定 是 均匀 的 。 在 此 方法 中 ， 右 端 项 是 取 积 分 形 
式 ， 而 不 是 取 在 有 限 个 点 上 的 值 。 
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在 第 十 章 里 ， 讨 论 了 标准 Galerkin 方法 对 非 线 性 抛 物 
方程 的 应 用 。 给 出 了 半 离 散 问题 的 误差 估计 ， 其 次 我 们 特别 
关心 的 是 ， 关 于 未 知 函 数 是 线性 的 按时 间 步 进 的 格式 的 陈述 
和 分 析 。 

在 接着 的 三 章 里 ， 我 们 考虑 了 标准 Galerkin 方法 的 各 
种 变形 。 第 十 一 章 分 析 了 所 谓 质量 集中 方法 .在 某 些 情形 
下 ， 这 种 方法 符合 极 大 值 原理 。 第 十 二 章 讨论 了! 和 HH 
方法 。 其 中 第 一 个 是 基于 一 个 也 内 积 弱 陈述 的 Galerkin 
方法 ， 而 第 二 个 方法 是 使 用 了 分 别 取 自 不 同 有 限 维 空间 的 试 
FRB Me. APS RNA, BET OE 
题 的 一 个 混合 陈述 。 这 时 ， 解 本 身 和 它 的 梯度 是 分 别 在 不 同 
的 空间 里 寻找 ，。 

设 后 的 第 十 四 穿 。 考 虑 了 一 个 青 型 问题 ， 这 个 问题 是 由 
R: 中 一 个 球 内 的 球 对 称 问题 通过 极 华 标 变 换 得 到 的 ， 我 们 
将 分 别 地 讨论 其 于 不 同 内 积 所 定义 的 两 种 不 同 弱 陈述 的 
Galerkin FE, 

在 每 章 末尾 剖 列 出 了 参考 文献 。 定 理 、 引 理 和 公式 在 每 
一 章 都 是 独立 地 编号 ， 汉 不 同 章 涉 及 同一 文献 时 ， 在 不 同 帝 
分 别 列 出 ， 

这 本 书 是 在 我 多 次 授课 的 基础 上 形成 的 。 其 中 包括 我 于 
1077 年 在 澳大利亚 Queensland 大 学 、1980 年 在 法 国 巴 黎 
第 页 大 学 和 1982 年 在 中 国 吉林 大 学 的 讲学 ， 当 然 ， 也 包括 
我 多 年 来 在 我 所 属 大 学 一 一 Chalmers 技术 大 学 〈 瑞 典 哥 德 
E) 所 进行 的 教学 。 我 愿意 向 我 在 这 些 大 学 里 的 学 生 和 同事 
们 表示 感 谢 ， 感 谢 他 们 给 予 我 的 鼓励 。 我 在 这 个 领域 内 的 大 
BB Te, Beg Cornell 大 学 (美国) 的 J.H.Bramble,A。 
H, Schatz 和 L, Wahlbin 十 余年 来 的 合作 密切 相关 的 ， 所 
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DW, “ix ERR RBS Ne ERA, TP 
也 感谢 某国 国立 科学 基金 会 ， 在 12 个 夏季 期 ER A i 
所 给 予 的 支持 。 

最 后 ， 我 感谢 Stig Larsson MEME. ALTA SB de BS 
读 了 整个 书稿 ， 并 提出 过 许多 改进 的 意见 。 还 感谢 Boet 
Engebrand， 是 她 如 此 熟练 地 打印 了 此 书 。 


ik. FON 
于 哥德堡 ，1983 年 12 月 
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第 一 章 标准 GALERKIN 方 法 


在 作为 引言 的 这 一 章 里 ， 我 们 考虑 求 热传导 方程 初 边 值 
问题 近似 解 的 标准 Galerkin 方法 ， 
ER 中 具有 光滑 边界 68 的 区 域 ， 考 虚 初 边 值 问 


C1) u,-Au=f, FQxO,O)A, 
u=0. FEOQx(0,0)E£, 
u(x,0) =u(x), FAA, 
这 里 u, HR Ou/at. A= 对 ,8?/8x? Æ Laplace MF. P 
Fe BET VAS A Rou. (0st) ZS ul, OL FE 
AMEN tu. (x OFFA x HRRRPRA RAE 性 质 的 
AREA SS, A RRR EAA REA DRA 
解 ， 被 称 之 为 半 离 散 解 。 然 后 ， 再 将 方程 ( 1 ) 按 时 间 变 量 进 
一 步 离 散 化 ， 由 此 即 可 得 到 求 问题 ( 1 近似 解 的 全 离散 格 
式 。 
在 讨论 微分 方程 问题 之 前 ， 我 们 简单 地 介绍 一 下 关于 在 
Q 内 光滑 、 在 边界 69 上 为 零 的 函数 的 禹 近 问 题 。 为 了 具体 
起 见 ， 我 们 以 平面 凸 域 上 分 片 线性 函数 去 作 膛 近 为 例 。 
设 宛 表示 只 的 由 互 不 相交 三 角形 了 组 成 的 三 角 前 
分 ， 其 中 任 一 三 角形 的 顶点 都 不 落 在 另外 三 角形 的 边 的 内 
部 ， 并 且 所 有 三 角形 的 并 集 所 确定 的 多 边 形 域 9,C 人 ,其 边 
界 顶 点 落 在 92 EOWA). 
BARR 7. 中 单元 的 最 大 边 I. WBA, 站 是 一 
个 参数 ， 它 随 着 削 分 的 细密 化 而 减 小 。 我 们 将 假定 前 分 中 所 


AWTS AEROS PSR, FLER BE Ma Ze FRE 
下 是 拟 一 至 的 ， 即 ,中 所 有 三 角形 的 大 小 基 本 一 致 ， 这 
ALLER ,中 的 + 的 面积 有 下 界 Ch? 来 表达 ， 其 中 
C>0 与 无关， 

MEMS, ERREKARI LES, ET. hEN 
三 角形 内 是 线性 的 ， 并 在 Q, 外 为 0 的 所 有 函数 。 设 1P，]i 
ET HATA, TUS, 中 的 任 一 个 函数 由 它 在 点 P, 处 的 
值 唯一 确定 。 且 依赖 于 六 ,个 参数 。 令 0, BS HEPA 
HUE 1 ,而 在 其 它 项 点 取信 为 0 的 “ 锥 形 函 数 ”, 则 {9;}0 
JERS, 的 一 个 基底 ， 且 ,中 每 一 个 % 均 可 表 成 


Ny 


x0 = Jla, p; (a), Eha, =xP,), 


对 于 给 定 的 一 个 在 Q ESE. TE oQ 上 为 0 的 函数 
v 作为 此 函数 的 一 个 逼近 ， 例 如 ， 可 以 取 它 在 3: 中 的 插值 
Iiv,，1iv 是 通过 要 求 它 在 内 顶点 上 与 v 取 值 一 致 即 
Tu(P,)=0(P,), alo N RAETH Bl 需要 关于 
这 种 插值 的 误差 的 一 些 结 果 。 

UP, elem OQ EL. ER Ey A IER 


Sobolev 空间 H'D =W. UX. IFAR e 


De 


ys? 
lol= (f oax ) ， 
和 对 干 正 整数 r， 
112 
Hol =( E Dae) 
Erpe = ta; 1. a1), MD? = (0/04 ,9%' + (80/077) 表示 关 
Faila! = La HERSKA, LEMKE AV 的 所 有 


MAAR 的 导数 ， 我 们 知道 ， 对 于 Awe , 
BI v 和 Vo serado 属于 Lo (8Q) ,并 且 在 802 上 了 到 值 为 0, |Tv 
与 上 oll; AOR, 

众所周知 ， 对 于 刚才 所 定义 的 播 值 函数 ， 如 下 之 误差 估 
it or. EPA 
| IZ av vl] <Ch olla, 
和 

(VZ 2 — Vall <Chilorfe. 

这 里 ， 正 象 我 们 以 后 总 是 这 样 认为 的 那样 ， 不 等 式 的 陈述 本 
身 就 假定 了 ~" 足够 的 光滑 ， 以 使 右 端的 模 为 有 限 。 

现在 来 讨论 "中 更 一 般 区 域 的 情形 , 假设 给 定 了 
HDH kA RETEN {SR BR re AE 
SPAN EY A, 

62) inf, (le = zi] + AIYE — 291} <Ch lol 


issar, VEH (DAA), 
前 面 那个 分 片 线性 函数 的 例子 ， 相 当 于 d =r=2. 对 于 一 般 
情形 象 (2) 这 洗 的 估计 ， 常 常 可 以 利用 3， 上 的 插值 算 子 了. 


fay 
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(3) (Z,0-vl] +A] VL ,0-0)} CA’ vo), 
. i<s<r, | 

来 得 到 。 对 于 544 是 曲线 和 ”>2 的 情形 ， 在 边界 附近 存在 
困难 ， 但 上 面 的 估计 式 ， 原 则 二 可 以 通过 上 映射 曲 边 三 角形 为 
一 个 直 边 三 角形 ( 等 参 元 ) 来 证 明 。 对 此 ， 我 们 不 作 详 细 的 

在 假设 (2) 之 下 ， 副 近 于 函数 和 它 的 梯度 的 最 佳 E 近 阶 
分 别 是 Och’ A Oh"), FAN HU ESTER 的 解 ， 下 
WR MNRAS ER UAE OE. 

为 了 定义 初 边 值 问 题 (1) 的 最 佳 阶 通 近 解 ， 首 先 把 禄 边 
值 问题 写成 弱 形 式 ， 用 在 OQ 上 为 0 的 光滑 函数 mp 乘 热 传导 方 
程 ， 在 人 上 积分 ， 并 对 第 二 项 应 用 Green 公式 ， 这 样 对 所 
有 如 此 之 2 得 到 

(41,9) + (Vu, Vp) = (f ,9), t>0, 

REM w) 表示 上 C0) 中 的 内 积 | ved, 

然后 可 以 设立 这 样 的 近似 问题 对 于 每 一 个 所 寻求 
u. (HES, EB 

CA) Chr, X) EVU VX) = (Cf,X), 


MS, HRE E0, 和 初始 条 件 
uC0) 二 了， 


此 处 v", Zo Æ S, 中 的 某 种 近似 。 由 于 我 们 只 IE 闻 变 量 涝 
行 离散 化 ， 故 所 得 问题 叫做 半 离 履 问 题 。 以 后 ， 为 得 到 全 离 
获 格 式 ， 我 们 将 把 问题 对 时 间 变 量 进 一 Sp mat, 

FAS, 的 基底 {9 }7 HPR TIE] TANE R: SPR Ra 


u(x, f) = Sa, (Dp; (x) 
TES TAON: S 


一 4 ~ 


N& NA 
Ya DP P) + Do alt VP VP) = CF Pe)» 
re paul 


ksi Na 
和 . 
a. ail =Y fata, 
Hh y, 为 给 定 的 初始 近似 us HR. ARERR S, X 
可 以 表示 成 
Aa’ (t) + Ba(t) =f, t>0, H 2(0) =», 

其 中 4 = (a) BU ay = (9; POATRNAREH, B= 
O; ORRE RE, b; =(Vp;; Vp) j= VRK Bs 
f=(f,91),a(t) 是 以 4;(1) 为 分 量 的 未 知 向 量 ，Y = (Yt)。 
它们 的 维 数 都 等 于 S ARN. 

因为 质量 矩阵 4 Gram GM, HM, BRIE ET 
道 的 ， 上 述 常 微分 方程 组 可 以 写成 

af G) + A` Bat) = A], t0, a(0) =, 

显然 ， 对 于 正 的 4 它 有 唯一 解 

我 们 将 证 明 半 离散 问题 的 解 与 连续 问题 解 之 间 ， 有 如 下 
误差 估计 。 

定理 1。 设 w 和 ww 分 别 是 ( 4) 和 (1 ) 的 解 ， 则 


- ， ç 
lu (H =u NS -v+ Ch’ lol, + {hulas #20, 


当然 ， 这 里 要 求 连续 问题 的 解 具有 出 现在 右 端 的 模 所 隐 
含 的 正则 性 ， 并 且 要 求 v" 在 649 上 为 0. 再 注意 ， 如 果 ( 3 ) 
成 立 ， 且 v= 了 iv, 则 右 端 第 一 项 可 用 第 二 项 控制 。 车 
vi = Pov, XH Poo 是 v 到 S， 上 的 上 :一 投影 ， 则 此 论断 仍 
然 成 立 ， 因为 这 样 选取 的 04, 是 0 在 Sa 中 关于 上 s 模 的 最 好 
Kier. KARE BH. 的 另 一 种 选择 是 将 在 下 面 定 
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义 的 投影 。 

为 了 证 明定 理 1 SES, ER R Ritz 投影 
P,,CEKXFAR 《Vv,Vw) 的 正 交 投影 ， 因 此 ， 

(5) (VPiu, VX)= (Vu X), XESS, 
Sih, Pia 是 相应 的 椭 贺 问题 解 4 的 有 限 元 还 过 。 从 已 有 
的 椭 贺 问题 的 误差 分 析 中 ， 我 们 引用 如 下 的 误差 估计 。 = 

引 理 1 。 对 由 (5 ) 定 义 的 二 ,有 

Piv =o] t hI Pov- <Ch' lv 1<s<r, 

vEH' (QQ) N32), 

证 明 。 先 估计 梯度 项 ， 利 用 ( 5 ), 有 

{YCP1v0 ~ oN = (WP =), V(P,u-0)) = 
(VCP, 0-9), 0K DSV Po =v) V(x -co 让 因此 由 
C2), 

CPso -olini ly -oC lol. 


对 于 上 s 模 估计 ， 下 面 用 对 偶 论 证 方法 。 设 9 是 La(D) 
HEREA, WEH DNH ODA 
-Ap =p, ÆA R, $=0,4 02 Es 
的 解 。 注 意 到 先 验 不 等 式 
iyi <Ci] = Clol, 
划 有 | 
(P10 =-0,9) = (Pv =v, Ad) = (VP v ~v), Vy 
= (V(P,v-0), VP — PP)? 
<{lvc(P,0-v) [Vcd = P91 
<Ch'~'floll, hlola Ch" loll iol, 
党 选取 yg = Pv~v, 即 完成 引 理 的 证 明 。 
现在 来 证 明定 理 1 。 主 要 的 一 步 是 比较 半 离 获 问 题 的 解 
:和 精确 解 的 棋 圆 投影 。 令 
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(6) u, —u = (u, ~P, u)+ (Piu -u)=0+P, 
第 二 项 由 引 理 1 容易 估计 ， 并 有 明显 的 估计 式 ， 
oct) || <Ch" hul, =Ch'llo+ | ud, 


<Ch' {lol}. + 人 ea 
为 了 估计 0, 注意 到 
(7) (0i X) + (V9, VX) = (ua, 1X) + (Vu, VX) 
~ (Pius, X) ~ (Pin, VX) 
=(f,X)— (Piu, X)— (Vu, VX) 
=(u,— Pu,X), 
或 者 
(8) (0,,X)+ (VO,VX)= =(P., X) XES 
上 述 推 渝中 ， 我 们 利用 了 Pi 的 定义 以 及 已, 与 时 间 微 分 司 
交换 这 个 不 难 确立 的 事实 。 由 于 0 RFS, ES ?中 可 以 过 
Rx =6, 并 得 到 
(9) (06.,6)+196l2 = ~ (Cp.,0). 


由 于 第 一 项 等 于 地 2 el， 而 第 二 项 是 非 负 的 ， 故 得 


5 JF AETAT 
于 是 有 
大 Tol<leih 
积分 以 后 ， 得 到 
OIE + [holas, 
这 里 E 
一 了 = 


IOD = lo, = Piol slor -ol +] P.0—oll<llo, -中 
+Ch'|loll,, 
Tt a 
loill = {Piu =u ECCh lulla 
综合 这 些 估 计 式 ， 定 理 得 证 。 

在 上 面 的 证 明 里 ， 我 们 用 到 了 (9 ) 中 wbf 是非 负 的 
事实 。 对 于 这 一 项 作 稍 许 细 致 地 处 理 ， 可 以 证 明 ， 初 值 对 误 
差 的 影响 随 t 的 增加 按 指 数 形式 趋 于 0. 实 际 上 ， 若 令 4: 为 
~ 人 人 带 有 Dirichlet 边界 值 的 最 小 特征 值 ， 


则 有 
vxl SAW. xES 
从 而 由 ( 9 ) 推 出 
40H? + 4: oN? <lo. MA. 
或 者 
d 
ar Vall +A lisle 
TH 
IKOE ACON + f'e -Ooo lds 
<e™ "Jo -oll + Ch? fe >: "lolls 
ferri- hu (sdlleds} 
由 于 
LOSCA? uc lls 
我 们 结论 


lna (t) uct) |] 


< ‘jos ull Ch? {e= lola + lu 


-| clear 
浇 们 将 不 waman t 充分 大 情形 的 分 析 。 
途 tenth ext o 方程 。 为 此 引进 “离散 Laplace 算 
子 A,, 它 被 看 作 是 由 S, 到 S; 的 算 子 ， 并 由 下 式 所 定义 
CAP, 2) = = VY, VX), PES 
显然 ， 用 这 个 类 似 于 Green 公式 的 关系 式 可 以 完全 确定 


Aes Edie. 这 是 由 于 他 we 


NA 
Sodipo) = (VP Vp), 221,058 


isl 


U RiXP ABAD RBS ERAS BIE eR 
E. ARABAT A ABR, -4A 是 正定 的 。 注 意 ， 
A 同 前 面 引用 的 其 他 算 子 具有 如 下 关系 
(10) APPA, 
这 是 因为 对 于 xESi, 
(A. P,v, x)= —(VP10, VX) = -~ (Wu, VX) 
= (Av, X) =(P,Av, x), 
现在 ， 半 离散 方程 可 以 写成 ， 
(un o X)— Auta X= Poff X) XES ae 
由 于 所 有 的 左 部 内 积 因子 都 在 3, 中， 所 以 有 
Uist = Äkta = P.f. 
HAOD, 关于 8 可 以 得 到 
O, =A= (ui, Arua) el Piu, ~AsPyu) 
= Pef +PP: )u,=Polu, ~Au) =P I-P, )u, 


=- 9 = 


= =P p,, 
即 
(11) 0 -AiO= -Po 
让 我 们 用 已 (1 来 表示 齐 次 半 离 艇 方程 
Ur, = Aiu = 0, ESO, 
HRAT, BREH, ENA EH iiu) = ws 变换 为 
Ru) Fe OsL.e. 。( 这 个 算 子 也 可 认为 是 由 
~A; 生 成 的 半 群 。 〉 由 Duhamel 原 理 可 知 ， 非 齐 次 方程 (11) 
的 解 为 
2) =E DBO) = [E.G -)P gp (sds, 
注意 在 Le 中 (四 是 稳定 的 ， 或 更 确切 邮 说 ， 
Do 和 lo veS. feo, 
事实 上 ， 在 ( 4 ) 的 齐 次 式 中 取 %= w ,有 


二 全 ul + val? =o, 
和 由 于 第 二 项 是 非 负 的 ， 所 以 第 一 项 非 正 ， 从 而 lul? 是 非 增 
加 的 ， 由 此 稳定 性 得 证 。 显 然 ， 在 工 - 中 也。 的 模 等 于 1， 
所 以 有 | 
IOIO + | eod. 
象 前 边 一 样 ， 由 此 即 可 证 明定 理 。 上 述 关 于 0 的 估计 ， 是 从 
EQ) a eee aA Pp, = cP, -Du, 应 用 椭圆 问 题 误 
差 估计 推演 出 来 的 ， 
用 类 似 的 方法 ， 可 以 证 明 关于 误差 的 梯度 的 如 下 估计 。 
宝 理 2 。 在 定理 1 的 假设 下 ， 对 于 1 之 0, 则 有 
vu) = VacON SChvo -Voll + Ca- fllo, 
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tual (sd 上 


证 明 。 象 以 前 一 样 ， 将 误差 写成 (6 ) 的 形式 。 
利用 引 理 1, 

yo(b = [VCP auct) ~- u(t) Ch" tue. 
为 了 合计 TORA OR BER wm 0 得 到 


e+ 二 全 1 = -oubD0< 二 lo 


1 2 
十 一 6, “a 
Li, 


vo <llo N, 
或 者 
IVO <lvo co + | 1o Nds 


ediyo -ol + YP v -oD +f eas。 
因此 ， 根 据 引 理 1 ， 
(12) IVAI <Chy(os -0 + Ch?” =f I, 


了 
ef jul? sds} 
0 , 


至 此 定理 证 毕 
rE, 如 果 在 ( 3) Hiv, =l Rv, =P,v, N 
Vo. ~ Voll<Ch'~'|lol,, 
是 ， 定 理 2 中 不 等 式 右 端的 第 一 项 可 用 第 二 项 控制 。 
关于 0= 妈 -局 我 们 作 如 下 进一步 的 考察 : 假若 选 
vo, = Piv, M eco) =0, FER (12) 以 外 ， 我 们 还 有 
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t 1/2 t 
AD 1VeCDIsc( he Nads ) <c ((" lw, as) 


即 9 的 梯度 为 OC(h' ), 而 全 部 误差 的 梯度 EO), h 
充分 小 时 。 这 样 ，Vus 逼近 VP iu 较 之 逼近 Vu 达 到 更 高 的 
墙 度 。 这 是 有 时 被 称 之 为 超收 敛 的 现象 的 一 个 例子 ， 

作为 这 个 估计 式 应 用 的 一 个 简单 例子 ， 我 们 简要 地 说 明 
一 下 如 何 用 它 来 证 明 最 大 模 的 几乎 最 佳 误差 界 。 考 虑 本 章 开 
台所 描述 的 那样 情形 ，4 是 一 个 凸 的 光滑 平面 区 R S. 是 
由 A 的 拟 一 致 剖 分 上 的 分 片 线 性 函数 (d =r=2) 所 构成 。 
此 时 ( 见 下 边 的 第 五 章 ) 椭圆 问题 的 误差 有 如 下 估计 
Forno = MP u(t) ~u Ne Ch? loss lec lrzco, « 


对 二 维 情形 , 由 Sobolev 不 等 式 ， 最 大 模 差不多 可 用 HO 
模 控 制 ， 并 且 对 子 空间 S$; 的 函数 ， 可 以 证 明 
Ixl <C(log4) ” vat. 
应 用 于 96 上， 由 (13)(7=2 情形 ) ， 这 表明 
IOMa Ck (Io) (fi le Mds)” 
由 此 可 推导 出 抛物 问题 的 误差 估计 式 
| Ct) mullan S pd) reco, + MAIRO) 
<C(t,u)h? logs 
现在 我 们 来 研究 时 间 变量 也 离散 化 的 某 些 简单 格式 。 首 
先 讨论 向 后 的 Euler 一 Galerkin 方 法 。 设 上 是 时 间 步 


Kk, U* Buh t=t,= nk AES, 中 的 近似 。 这 个 方 
法 是 通过 在 ( 4 ) 中 用 向 后 差 商 代替 时 间 导数 定义 的 ， 若 


5,U* =k U" -Ur"-!), 所 述 方法 即 
(14) (BU",X)+ (VU", VX)= Fa), X) KES es 
U? =y, 
felt U" BT U" 和 人 解 下 述 问 题 
(U",X)+RCIU", VX) = CU RfE), X) XES, 
来 确定 。 注 意 ， 用 类 似 于 半 离 散 情 形 的 记号 ， 这 个 方程 可 以 


写成 
(A+RB)a" = Aa'™! +kf(t,), 


KH ARB 是 正定 的 ， 特 别 是 可 遂 的 ， 因 此 有 唯一 解 . 
我 们 将 证 明 如 下 误差 估计 
定理 3 。 对 于 (14) 和 ( 1 ) 的 解 U" we 


UO" uct los- vl + Ca" filol, + 


人 ass f° liv. tlds, n=0, 


证 明 。 类 似 于 (6 ), 令 
[六 -2 有 )=(7 — Pu, )) + (Pu, — ut, )) <0" +p", 
象 以 前 一 样 ， 有 
(15) [ES Ch luct DI, 


<Ch' {loll, [i leds} 


此 处 ， 由 相当 于 (7 ) 的 计算 ， 可 得 
0:0", X) + (CVO, Vx) = - (w°, x), 


w" =P,ð ult )— u, (tn) 
=(P,- Dð ul) + (Öult -u,(t.)) =wi Hw, 
取 X=60", 有 l l 
(5,97 ,0")<|lw" Ie 
或 者 


jerga- 8*7 6" <All" [IT 
于 是 
iO" <r" + Allo". 
反复 利用 此 式 ， 得 
ese} E lwe Zeik lel, 
象 以 前 一 样 ， 
[10°] = los = Piolo -oll + CA’ lioll. 
FRE 
wis (Pin D kaf 
因此 有 


kE leil <S Chrhal,ds=Ch ff" Iulias, 
其 次 有 


u,ds= aa (P,-D)u,ds, 
1 j=l 


wi =k (u(t;)-u(t;-1)) = ut;) 
=- f (s—t;_,)u..¢s)ds, 


t 
i-l. 
于 是 


RST wh< If, etd)asll 


<a" lu, lds, 


综合 以 上 估计 ， 即 完成 定理 的 证 明 。 

注意 到 ， 由 于 时 间 离 散 化 的 非 对 称 性 ， 所 以 向 后 Euler 
一 Galerkin 方法 在 时 间 方 向 仅 是 一 阶 精 度 的 。 

现在 来 讨论 Crank—Nicolson—Galerkin 方 法。 


这 个 格式 是 在 点 二 -= (mn 一 喜 )# 附 近 按 一 种 对 称 方 式 将 半 


- 14 — 


离散 方程 离散 化 形成 的 ， 它 是 一 个 在 时 间 方 向 上 是 二 阶 精 确 
的 方法 。 更 确切 地 说 ， 是 在 9， 中 递 推 地 用 
(16) (OU',X) + (VU' +U" 2,0) 
=(f(t- 3) x), xES,, 
N=1,2, =”, 
U’ =v, 
来 确定 U' ,这 时 关于 U" HHA ERRES 
(4+ 4B Ja" = (4- 计 8 ar 


+ (t-a), 


其 中 的 矩阵 A+ 3 kB LEUZE 


现在 有 如 下 误差 估计 。 
定理 4 .对 于 (16) 和 ( 1 WRU Mu, n> 


Ur uct illo -ol+ Ch {loll + 人 le 


十 人 Rs | "dlu, t ll + Ieee i Dds, 
o 


证 明 , 首 先 已 知 (15) 成 立 ， 因 此 只 剩 下 估计 9", 用 前 边 
的 记号 ， 有 
(5,6, X) + (VCO +0°71)/2, VK) = (BK) KES ss 


a” =(P,-1)0 uta) + (Oults )— u, (tag) 
1 
+y (ut 4)- Leut) tuc) 
= 全 1 + 5, +03. 
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车 在 0 的 方程 中 取 X= 20 +0"), A 


(5,0",360" o) De + lle", 
或 者 - 
ort hor")? <e lo" le" + lr, 
消去 公 因子 以 后 ， 可 得 
lo"l<le" AS 
反复 应 用 这 个 不 等 式 ， 推 出 


和 ?用 的 ?二 Socios) + el + Hes. 


j=l 


HF 0 的 估计 如 同 以 前 ， 列 下 的 只 是 估计 后 边 的 和 。 这 里 ， 
象 以 前 一 样 ， 


ISi Pi -Dut KCh |， uds, 


其 次 
ell = 19 .uct; ) u, el 


= if 4 (s—t,_1)2u,,,(s)ds 


an (s—t;)7u,,,(s)ds|| 
‘1-4 


了 


<Ck 人 llu: ıı lids, 


i-l 


且 类 似 地 有 
(es = A (uct, -g> -Eut +t) 


<Ck | ~ Au lids, 


所 有 这 些 估计 式 合 起 来 ， 表 明 
e DiGi SBC | “tall ds 


+ ce 人 dlls, ,ol + du, Dds, 
由 此 定理 得 证 。 
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第 二 章 ”基于 椭圆 问题 更 一 般 
逼近 的 半 离 散 方法 


前 边 对 抛物 问题 空间 离散 化 的 讨论 是 基于 一 有 限 维 空间 

HAS}, BBS CHU QIK r> 
ink {o= i + AllV@ - 21} <CA’ lol, 1<s<r, 
vEH: (NAHO), 

在 一 个 平面 域 8 内 ， 这 样 一 族 室 闻 的 最 一 般 的 例子 是 ， 在 
4 上 上 连续， 在 边界 OQ 上 等 于 0， 在 人 的 正则 三 角形 记分 的 
每 一 个 三 角形 +; 上 是 次 数 不 超过 r -1 的 多 项 式 函 数 构 成 
HRI S,’ Hhh Er 的 最 大 直径 。 然 而 , 对 于 +>>2 和 加 
有 光滑 边界 的 区 域 的 情形 ， 要 上 述 子 空间 的 函数 严格 地 满足 
章 次 边界 条 件 ， 一 般 来 说 是 不 可 能 的 。 当 然 ， 对 于 椭 贺 问题 
这 种 困难 就 已 经 出 现 ， 并 且 也 已 经 给 出 了 各 种 处 理 办 法 。 这 
里 仅 作为 一 个 例子 ， 考 虑 由 Nitsche 给 出 的 如 下 方法 。 这 种 
方法 将 作为 我 们 以 后 关于 抛物 问题 的 讨论 的 背景 。 其 他 例 
子 ， 将 在 十 三 章 中 讨论 。 

考 虚 具 光 滑 边界 的 平面 域 4 Ea Dirichlet 问题 

(1) -Au=/， 于 只 内 ，x=0, 在 9 上 。 
ka. = fr)i 是 2 的 氟 一 致 三 角形 前 分 , maxdiam ri <A, 
人 允许 靠近 OO 的 三 角形 有 一 条 曲 边 ， 并 设 9， RREI bÉ 
续 ， 而 在 每 一 个 三 角形 +; 上 是 次 数 不 超过 >- 1 的 多 项 式 的 
销 数 所 构成 的 有 限 维 线性 空间 ， 在 84 上 不 要 求 满足 任何 边 
界 条 件 。 
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+ 
(p> = | ,pyas 
并 引进 双 线 性 形式 


Npo.¥) = (yp WW) — SE p - <p, 2E, 


+yhk o, p?, 
其 中 7 是 待定 的 正常 数 ，n OQ 的 外 法 向 量 。 
设 4 是 Dirichlet 问题 的 解 。 对 XES,， 应 用 Green 公 
式 ， 得 到 


(2) Nea 2) = (Vu yx) SE, 29 = eu Sh 
l + yh“! <u, x 
= = (Au, x) =(f, x). 

基于 此 式 ， 我 们 设立 如 下 离散 的 Dirichlet 问题 ， 
寻求 UES i, 使 得 

(3) NyCus,x)=(f,X), YXES,. 
下 边 将 证 明 ， 如 果 适 当选 择 vy， 这 个 问题 有 唯一 解 ， 且 最 佳 
阶 误 差 估 计 成 立 。 

为 了 分 析 ， $ lef=lellcscsos HSER 


Moll = lvoll + 42/2 ae Jeanne |o| 


我 们 首先 证 明 Nyce, MAE. FR. 
引 理 1 .对 于 固定 的 7, 有 
IN Cp, 9)|<CHetl: lel. 


且 存 在 正 数 y。 和 C， 使 得 
NX OSCH, YES verve 
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证 明 。 由 定义 ， 引 理 的 第 一 部 分 是 明显 的 。 对 于 第 二 部 
分 ， 首 先 注意 空间 族 {3，} BPE. A 与 4 无 
关 的 C。， 使 得 

(4) [| *<com lyx], YXES,. 

这 个 估计 式 ， 容 易 通 过 映射 每 一 个 边界 三 角形 为 参考 三 角形 
7; 来 证 明 ，F; 的 顶点 是 (0, 0), (1, 0) 和 (0,1)， 连 接 (0, 1) 和 
(1, 0) 的 边 相 应 于 曲 边 ， 并 且 这 里 要 注意 ， 对 于 7= VX， 
lnia os j <C], ” 
这 是 由 于 右边 是 次 数 <r - 2 的 多 项 式 空间 上 的 一 个 模 。 因 
Fh 则 是 出 自 返回 到 +; 的 变换 ， 对 所 有 边界 三 角形 求 和 ， 
即 可 得 到 ( 4), 
利用 ( 4)， 有 


Ox 
N (sx) = vx -2 ,x + PA? 


ð 
aiar aron hei 
Ox |? 4C 
>lļyxl? - we | Se x 
+x? 


1 h | ax 
Pllvxl? +e |an 
+(y-4C A ixl =Chxl, 


2 ypSye>4C, 时 。 
这 就 完成 了 引 理 的 证 明 . 
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现在 证 明子 空间 Si AFEN RE Ea 
引 理 2。 我 们 有 
(5) inf ilo- xiC ols NF 2<s<r, 
vEH (2), 
证 明 。 设 Tt; 是 边界 三 角形 ，(649)) 是 69 的 相应 部 分 。 
映射 +; 到 单位 三 角形 7;， 我 们 署 到 ， 对 任 一 gEH?(r; )， 
lz scan,» <Cholle.ce,» loll 'cr,), 
因此 
A lella p EC loli at lole) 
或 者 ， 求 和 以 后 ， | 
h-" |p| *#<Cch-*[lll* + leol, n 
由 此 得 
Ao? |p] <C: oll + tell. 


AO, Selle =(Cl he) ” .有 


dp 


an | On |<cdlel， 十 有 oa )， 


于 是 合 起 来 ， 有 
Molch (loll + Allo. + Alola: >. 
由 于 容易 找到 往 S$; 的 局 部 插值 算 子 I, 15 
Wio- oll + Alv- oli +k? vl, <CA'floll,, 
2s <r, 

这 样 ( 5 ) 式 的 证 明 完 成 。 

由 现在 起 ， 我 们 假定 > 是 如 此 选 定 的 ， 使 得 引 理 1 的 第 
= MATAR Mic. BA, 特别 地 和 Ny(.,,) 在 S$; 上 是 正定 
的 ， 从 而 离散 的 Dirichlet 问题 有 唯一 解 。 由 ( 3 ) 减 去 (2 ) 


即 得 方程 
Nylu,-u,x)=0, ¥xESh, 
我 们 将 用 它 证 明 如 下 的 误差 估计 。 
定理 1 。 对 于 (3 ) 和 (1 ) 的 解 心 和 bz 有 
lu. -uch lul, 2<s<r, 
特别 地 有 
[Veus = || Chs lull,. 
证 明 。 对 于 任意 XES:， 有 
fla. -uls Me- xi] + Mle ul 
由 引 理 1 ， 
yur tl CNY -uxu = CN yCx—u, xu) 
<Cily-ulll tix-us ll. 
4 
Wu. tl <eily—ull, 
从 而 由 引 理 2 得 到 
us—all <i +e) inf -ul <ch*~*|lull,, 2<s<r, 
即 定理 得 证 。 
我 们 还 有 如 下 的 ,一 模 估 计 。 
定理 2 。 对 于 ( 3 ) 和 ( 1 ) 的 解 u; Mu 有 
lu, -—ull<Ca‘llull., 2<s<r, 
证 明 。 应 用 通常 的 对 偶 论 证 。 宗 义 乡 
-Ay =p, FAK, ge. ON E, 


已 知 有 下 述 椭圆 的 正则 性 估计 ， 
I¥lle<Clloll. > 


Dezu, ~u, É 


(e, g) = — (e, Ap) = (Ve, VP) = <e, sr > = Ny(e, #4), 
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对 于 辅助 问题 的 近似 解 ,， 根 据 定理 CRs =2) 
并 利用 引 理 1 ， 则 有 
lCe,p)|=INye,g-b,)|<Cihell My- p il 
<Ch Il Pills ile il <Chllyll- tle Ml. 
由 此 ， 再 一 次 应 用 定理 1 ， 得 到 
[Ce,p)| <Ch llull Jol], 2<s<r, 
这 就 证 明了 定理 。 
现在 再 来 继续 讨论 抛物 问题 
u,-Au=f, F2x(0,O RW, 
u=0, Æ €Qx 0,0) E, 
u=V, FOR, t=0, 
我 们 介绍 前 述 L. 模 误 差 估 计 的 另外 一 种 推导 方法 。 这 
个 方法 适用 于 足以 包括 SHOHE, ER A 
所 描述 的 Nitsche 方法 就 是 一 例 。 现 在 允许 OCR’ d>, 
为 了 引导 , 先 让 我 们 回忆 一 下 椭圆 问题 的 标准 Galerkir 
Hik, SCHO), WREE 
(W VX)=(f,X), WESA 
定义 线性 算 子 了 , :了 (2) 一 一 9， 为 
Tf =Vh, 
于 是 让 ;= 了 ;fES; 是 椭圆 问题 
-AV=f, 于 内 , V=0o £3 上 ， 
的 近似 解 。 设 让 = 了 Tf 是 这 个 问题 的 精确 解 ,于 是 ,了 ;上 ,人 2) 
一 且 3(Q) 表 示 精 确 解 算 子 ， 我 们 有 
T,=P,T, 
Hh P, 是 第 一 章 中 考虑 的 椭圆 投影 算 子 。 已 知 
吉大 一 大 人 YEP 天 六 省 入 CA 和 天， 1<s<r, 
VEH'(Q)N Ai), 
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由 此 可 得 
Tif -TH= (CP. -DTHSCh ITF II. 
由 椭圆 的 正则 性 估计 ， 对 于 s 宇 2， 有 
IZISA s-:, 4 F182 =0 tf, 
或 者 
7 fils<Cllflls-2. 对 于 s=, 
从 而 有 
7,f- THCA Hs,, 2<s<r, fEH*S-7(2), 
HRAT, BBE 上 .( 人 2) 中 半 正 定 ; 
(f,T ig)= (Tif. VvT19)= (Tf,9), VF, JELA); 
特别 地 ， 
(Tif N =lyT flo, 
事实 上 ， 把 9， EDRR La 内 积 的 内 积 空 间 考 虑 时 ，Ti 在 
S, 上 是 正定 的 ， 因 为 ， 若 f,€3， 并 使 得 Tf =0， 则 有 
NF ll? = (fas fad = (VT afar vfs) = 9, 
回想 “离散 Laplace AP” Ar: SiS 的 定义 ， 即 
(Aids X) = ~ (VP, VX), WES, 
HES, kA T,=(-A,)"', KENS 
fas X= (OT fas VX) = — ArT afar Xs VXESi. 
TÆ 
~AT f= fis 对 fiES so 
其 次 ， 因 为 
CUT Prof VX) = (Prof X= 0) = Tif, VX) 
XES,, 
AMET. PTa. 
现在 回想 半 离 散 问题 
us, “Au, = Pf, t20, 
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u EV. 
很 据 上 面 的 推导 ， 它 可 以 等 价 地 写成 
Tut tu,=T,Pof=T,f, t>0, 
uO) =V a. 
类 似 地 ， 对 于 连续 问题 ， 有 
Ty, +u=Tf, teo, 


ulo) =V. 


是 正定 的 ， 因 为 
(f ,9)= (VTf, Vo) YoEH KO), 
这 隐 含 着 
FTP =\\vTfPFSO, 

HEAYTS=0N, A f=—-ATf=0, 

DHEA, BRE LBA BE, MRE 
给 定 一 个 近似 解 算 子 了 ,， 它 具有 性 质 ， 

G) Ti BAHH, Æ LM LEET, HES, 
上 为 正定 ， 

Gi) FE-MEBRr>2, 

ICT. -T)fI]<Ch' | f\ls-2.2<s<r, PEHA), 
然后 我 们 可 以 设立 半 离 散 问题 

(7) Taur, tu,.=Tif, to, u,00)=V rs 
对 于 too BRM, RAHM, Ta ES, EAE, 

作为 一 个 例子 ， 对 于 椭 曙 问题 可 考虑 Nitsche FH, X 
R, Ta 由 下 式 定义 

Ny(T sf,X)=(f,X), YXES,. 

性 质 (二 ) 则 是 Nitsche 方法 的 上 , 误差 估计 (定理 2) 。 
半 离 散 问 题 现 在 等 价 于 
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Cte EN vn X= Os YXES,, 
ui(0) =V 4, | 
注意 ， 这 时 关于 {3;} 的 逼近 性 质 不 作 明 确 地 假设 ， 但 
可 由 (站) 推出 对 于 2<s<r， 
inf WW -x -TAN NT -T av | 


<Ch AV || s-2<Ch* IV ls. 
特别 地 ， 关 于 工 内 积 的 正 交 投影 了 P。， 有 
IV -PVi<Chslr Is, 2<s<r, 
FH, WS WE RB P= Ti-A), 
AQ) 五 9) 一 ”3 上面 的 论证 表明 
(8) IP -P VICI lls, 2 二 s<r， 
对 于 标准 Galerkia 方 法， 这 里 定义 的 投影 和 原来 定义 的 机 ， 
圆 投影 完全 相同 ， 而 对 于 Nitsche 方法 , 按 其 定义 ， 则 有 
Np((P,-D)V, x) =0, YXES,. . 
现在 ， 我 们 就 一 般 的 情形 证 明 一 个 误差 估计 ， 它 与 早先 
证 明 过 的 作为 特殊 情形 的 标准 Galerkin 方法 的 误差 估计 具 
有 同样 的 形式 。 
定理 3。 BRT. 满足 (i) 和 (i)， 设 w 和 4 分 别 是 (7) 
和 (6 ) 的 解 ， 则 有 E 
ja -uI -r +Ca'{ iV + 人 es， 
t20. 
EA., HFR ecu u 有 
Tre, +e=(T ita, +8) (Tiu, +8) 
=T,f-(Tu,+u)+(T-T,Ju, 
=(T-T,)Xu,-f)=(T-T,)du, 
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(9) Tie, +e=-p, Hh p=(T,-T)As, 
ERR e. 并 在 O 上 积分 ， 可 得 


d d 
(Tree + dt lel? = -—(pP,e.)= ~ gp le”) 


+ (pr,e), 
TRA 
lect) |]? <[lecon[l? + lelle leco leco 
t 
+2{ loslllelds 
lal 


<supleC feo + supleco 


+2f leds} 
对 于 任意 的 +<t 应 用 这 个 不 等 式 ， 特别 对 使 得 
ler) || = supllecs) | 
成 立 的 Ts 则 有 


lect] <llecoy|l + 4supl oc + 2f “Ilo lds 


Lleol + C{oconl + {lle tlds} 

这 里 e(0)= 扩 ,一 广 ， 并 且 

loco = HT - TIAV | <Ch’ AV I, -a <C IIT» 

| lo. Cs] = ICTs ~ PAu Ch lul, 
因此 on 

leo -PIC +f Judes} 

SHEAR, 
为 了 以 后 参考 ， 提 醒 一 下 证 明 的 要 点 是 如 下 的 引 理 ， 
引 理 5. 设 
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Tie:+e=—p, t>0, 
Hh Ta XF CH ARC OERI S £20), 
那么 对 相应 的 〈 半 ) Bie). 8, WE 
leCD1<llecolzcflecols f lohas } 


由 前 边 定理 SMW. TUAH: AV, AIV = PV 
或 = P:7, 则 误差 估计 的 右边 第 一 项 可 以 用 第 二 项 控制 。 

对 于 标准 Galerkin 方法 ， 我 们 知道 ， 梯 度 的 误 差 估计 
电 从 抛物 问题 的 弱 形 式 导 出 的 ; 当 灶 离散 抛物 问题 是 F 
Nitsche 方 法 时 ， 一 个 类 似 的 论证 也 能 导出 梯度 的 误差 估 
计 。 替 代 这 种 对 一 个 个 特殊 选取 的 {7， } 的 讨论 ， 我 们 要 在 
白 然 的 逼近 假设 
(Gii) int {IV - xl + Ally - _ yy }<Ch" IZI, 
Ae | i 

Gy) lvxll<Ch ixl, YXxES,, 
之 下 来 证 明 一 个 结果 。 

定理 4。 假定 (1), Gi), GDM GYY 成 Mes uy 和 4 分 
别 是 (7 ) 和 ( 6 ) 的 解 。 那 么 , BV BR ， 

WW -VICK les... .> 


则 有 
[Va u <a" {II}, +f tiles} 
证 明 。 利 用 (iv)， 对 任意 XES» 有 
Ive <yn D -+ lyr = 
SCH! lun (t) — xl +E e 
<Ch e(O + Cho uct) ~ yl + ve- ud ds 
因此 ， 由 定理 3 MG), 
ect) || <Ch-" ect] + Cho? h |u|}, 
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<ch' {rl +È tas}, 
定理 得 证 。 
我 们 用 关于 抛物 问题 的 其 他 形式 的 误 盖 界 的 两 个 伪 子 结 
束 这 一 章 ， 这 两 个 例子 的 共同 特点 是 不 出 现 解 的 时 间 导 数 。 
第 一 个 结果 给 出 在 时 间 上 也 是 平均 平方 模 的 误差 估计 。 
。 定理 5。 假 设 满足 (和 (i)， 设 4 和 4 分 别 是 (7)》 
和 (6 ASH, Vig PoV, 则 对 t=0， 有 


(has - weds) <c (fi tulzas)” 

证 明 。 用 。 对 误差 方程 (9 ) 作 :一 内 积 ， 并 注意 到 ， 

HET, EHH, A 
(Trene) = L-IT ree), 

pi, 

L d r (Te, e) + llel? =- (p,e) <-Llel? + Lele. 
J 积分 以 后 ， 得 到 ， 
(Telt) elt) +f tel 2ds<(T ,e(0),e(0)) + | lolitas, 


注意 ， 对 于 =PV， 有 Tse (0) =0, 这 是 因为 ， 对 
YVELs, TV ES KA 
(T.e(0),V.) = (Pa -VsT iV) =0, 
(10) [iteltds<f tolas, 
HMAC), 043 
| | ‘tulltds, 
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定理 得 证 。 

为 了 证 明 本 章 的 最 后 一 个 结果 ， 我 们 引进 如 下 齐 次 半 离 ， 
散 抛 物 方程 初 值 问题 的 解 算 子 E0), 

(11) Taus: tua =0, t=0, 
注意 EHEk AST 生成 的 >， 上 的 半 群 ， 则 (11) 
等 价 于 

(12) ua, =Aiu,, TZO, 
用 如 下 引 理 ， 我 们 将 证 明 这 个 半 群 是 一 致 有 界 和 解析 的 。 

引 理 4 。 假 设 (D) 成 立 ， 则 (12) 的 解 算 子 已 ,(b 是 有 界 
的 ， 即 

a3) IEVAS] al, t=0, 
且 对 每 一 个 这 0， 存 在 常数 C， 使 得 

(14) DIEW ASCE all, to, 

证 明 。 用 能 量 法 来 证 明 这 个 引 理 。 令 44,1) = EVP, 
出 (11) 有 i 


d 
(T ata, Unyt y+ Sap leall? = 0， 
分 之 得 
of To st )ds+ jja PSI a], 
这 隐 含 着 (13)。 为 了 证 明 (14)， 考 虑 1=1 ABT, 
作为 一 般 结 果 ， 可 由 半 群 性 质 Eilt+s)=E,(t)E,(s), 和 
重复 地 应 用 上 述 结果 得 到 。 对 (11) 微 分 ， 有 有 


(15) Tu +u;,: = 0, 
由 此 ， FEL Pune LUA, 得 


| . 
(Tarts ri sipstt +5 di Plur, J7) = llui, l7 
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于 是 ， 积 分 以 后 得 到 
Pluss P< 24” slusi lads, 
类 似 地 ， 用 fus FRCS), BS 
d 
atin, tase )) + 2T len, |]? = (Lease sa, Ds 


因此 有 
2f lus: K (Tau, sus: )ds= -| astas ds 
0 o 0 


| = -了 Fr lu lPds< Ly, 

综合 以 上 估计 定理 得 证 。 

在 下 边 的 结果 中 ， 还 需要 假设 逆 估 计 式 

(Y) HAsx|<Ch-* lx, XES,. 
对 于 标准 Galerkin 方法 ， 用 前 边 的 道 假 设 (iv)， 估 计 式 (vd 
对 于 @=2 是 成 立 的 ， 因 为 ， 对 于 XES, 

lA xli? = ~ (vA z, Vx) <IlvAcxlvxii 
<Ch-* A, Xx. 

我 们 现在 证 明 下 述 几 乎 最 佳 阶 的 误差 估计 ， 

定理 6 。 假 设 (i), GM Cv pe, B uA BCT) 
和 (6 WOM, Via PaV = -了 ,AVY, 则 对 于 1 之 0, 有 


lus -DKCH (1+ Jlog Fs|) Sup uol. 


证 明 . 象 在 第 一 章 里 那样 ， 令 
Un — u= (Us -Pu)t (Pu-u=0+ 7p, 
由 (8 ) 显 然 有 
oct = (Prut) uH [| <CA’ (luce) it,, 
RP fait I Ssu Piu, HHCTOE, 
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T,6,+0=Tif- (Ti Piu, +P1u) = -Tapi = -T PoP: 
这 里 最 后 一 步 利 用 了 T,Po=T, 的 事实 ， 它 可 由 
(TPV, Wy = (PV, TW) a VTA) = TVW), 
YV WEL (2), 
得 到 。 又 因 9ES;， 从 而 满足 
0, -Ai0= —PoPis 12% 
6(0) = 0， 
并 且 由 Duhamel 原理 ， 有 


act) = -| EoPopits)ds. 
通过 分 部 积分 ， 得 到 
ity = Ex(tyP,0(0) -Popt) | El -SPopls)ds, 
因此 ， 
(16) Moe (EN + 


+ {Esso 4s) Sup eN. 


为 了 估计 积分 项 ， 对 小 的 可 用 Cho? 估计 被 积 函数 。 事 实 
上 ， MAIEV), 有 
JEEV f= (AE QV all <Ch” ME «OV Ch 


CR, BAMI 4 ， 便 得 
{ua ols < (|, + a fE eas 

< entasse |f, lec ( (1+ ltor l), 
HFE ORAM, HOM ) 推 出 

ce || eh 4 十 Jio ) Sup Meco ll» 
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至 此 定理 证 上 毕 ， 
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第 三 章 ”对 于 齐 次 方程 光滑 和 
非 光滑 初 值 情形 的 误 
差 估计 


首先 我 们 引进 某 些 函数 空间 ， 这 些 函 数 空间 对 于 描述 齐 
次 方程 解 的 正则 性 是 方便 的 。 
考虑 齐 次 热传导 方程 的 初 边 值 问题 
C1) u,=Au,FQx0,oK, 
u=0, Æ 020,00) f, 
u(x%,0)=V(x),FQW, 
Hh OBR 中 具有 光滑 边界 OQ 的 有 界 域 ， 相 伴随 的 特征 
值 问 题 为 
-Ap=4p, F O A, p=0, 在 009 上 。 
众所周知 ， 这 个 特征 值 问题 具有 正 的 特征 值 序 列 {4m}Y, Am 
BE m 增 大 而 超 于 co， 以 及 相应 的 特征 函数 序 Wile}, EM) 
BM L(Q)H-BER BIR. FR ERVEL) pl 
表示 成 
V= ,pr Pus 
并 且 Parseval 等 式 
V,W)= LV 1 Pn dW Pads 


成 立 。 
H s> RA OBLAOHFSH, EH 


Vlasw= (Dh.p)’) < 
mal 


所 定义 并 且 有 如 下 特性 ， 
引 理 1 .对 于 非 负 整数 sy 
AS(Q)={(VEH*® Q); AiV =0,7 ƏR E; j<s/2}, 
并 且 模 I ° le Sco) 和 ells = lle lls Sca 在 AS(Q)bBEH 的 。 
证 明 ， 首先 证 明 ， GVEH'(Q), BON EV =0, 
WEA DHEA 
WV lla cos CIF laos 
事实 上 ， 对 于 VECs( 人 2)， RNA 
A CV, Pn = Vy An Pn) = ~ Vi Apa) = — (AV, Pa), 
因此 ， 


NVI? ae (9) > AAW, Pn)” =- L V, Pa) CAV, Pn) 


= -(V,AV)= |W |? <IIV Ul co. 
HF CoQ {VEH (2); 在 60 上 V=0} 中 是 稠密 的 ， 
改 所 述 论 断 成 立 。 
WV EH?"*' (0), 并 且 当 j<p 时 , E LAV 
=0 WA 


WW azrt, = DUAR IV, a)? = DAW, Meg)? 


= 744 -A)?V, Gn)? = IVA I]? 


<C|WV 4,2? 4109), 
类 似 地 ， VEH”? (QO), 且 当 j<p 时 ， HAN LAV 
=0, 则 有 
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Nac) = S542? V0)? = DV Mn)? 


= P CAYT, pa)? = HAPV SCIP | 2? co). 


这 样 就 证 明了 : VECH A), BW TIi<s/2h, 在 80 
LAV =0, MVEH), HEA 
IV iso SCIP lle 0) 

现在 证 明 相 反 的 包 售 关系 。 设 3=2P， 扩 是 特征 函数 

Pa 的 有 限 线性 组 合 。 由 前 边 的 计算 ， 知 
JA’ VI = || Vllas?.0,. 
另 一 方面 ， 根 据 众 所 周知 的 关于 椭圆 算 TA 的 不 等 式 ， 由 
于 在 OO 上 的 边界 条 件 A: 太 = 0，7<< 卫 ,我 们 有 
IP lleer SCAPI = CHV azo. 
NAV AAO), BH VCH? (OQ) BAe 
VEH?” O, ##H 
WW lleer ao SCI laero 对 于 VeCH?*(Q), 
又 因 “〈 由 追 迹 不 等 式 ) Yip it 
IA ,0,< CV laz ro), 

HMBA'V £00 LETO MAAV 在 80Q 上 也 一 定 等 于 
0。 

对 于 奇数 人 情形， 证明 是 类 似 的 。 

现在 ， 初 边 值 问 题 (1 ) 的 解 可 以 用 相应 的 解 算 子 E01) 
表示 为 

ult SEV x)= Soe" (V pn) Gul), 


并 且 有 如 下 正则 性 结果 。 
3182. AVEL (OQ), 对 任意 的 s 之 0, 01) 的 解 ECV 


M4t>olh, B FASO). tn Ro<!I<s, VEA’ (A), M 
有 


HEC laso LCE- OW laran t>0, 
证 明 。 我 们 有 
EGY [Pasco = JASE pn)? 


CHE MV, Pn)? 
= LA 
其 中 
C= Sup (re-27)。 
现在 我 们 象 第 二 章 的 开始 那样 ， 讨 论 初 边 值 问题 ( 1 ) 的 
半 离 散 殖 近 。{5 可 是 工 *(2) 的 一 族 有 限 维 子 空 A, (TR 
一 个 算 子 族 ，T;;: 工 :(Q) 一 57, 它 逼近 于 Dirichlet 问题 
-AV =f, FOR, V=0, 在 90 上， 
-的 精确 解 算 子 了 ， 且 满足 
G) T, BRN, 在 La(Q2) 上 是 半 正 定 的 ， 且 在 
S, 上 是 正定 的 ， 
Gi) Ta- MISC | flls-2.2<s<r, PEHO), 
那么 ， 齐 次 方程 的 半 离 散 问题 是 
C2) Taura tus=0, f>0, #0)=V,, 
注意 ， 此 方程 的 解 w,(1) 自 动 地 在 S; 里 。 
由 前 边 已 证 明 的 关于 非 齐 次 问题 的 误差 估计 《第 二 章 定 
理 3) ， 可 以 证 明 ， 对 于 齐 次 方程 ， 以 及 矿 ， 满足 
IVa -VEC INI, 
AKSP RV. =P V, VERI), e>0, R 
人 么 ， 对 于 有 界 的 t+， 有 
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ua Ct) ~ uA ]<CLA WV lja toca. 
事实 上 ， 此 时 由 引 理 2， 
huic, = hAl, <C luts) llesc Chulli +310). 
LCs MU Net tg, 


或 者 


{luc eds <Cl|V har scarf stein ds 


<Ce™ te NV gi tecays 
于 是 第 二 章 的 定理 3 隐 含 着 所 述 结果 。 
我 们 证 明 一 个 稍微 严格 的 估计 ， 
TEI, RRMOMGDmMir, VEH A), UR 
HY -VCh NV,, 
则 对 于 半 离 散 问题 ( 2 ) 的 误差 ， 有 估计 式 
ust) ~ uC NN, to, 
这 个 定理 的 证 明 ， 将 依赖 于 如 下 结果 ， 
引 理 5 。 假 设 人 在 过:(Q) 上 是 半 正 定 的 ， 并 且 
Tye, +e=—p, to, Tie(0)=0, 
则 , 对 于 1 宕 0， 有 


Iles<c{lec le + Ff lol? +sds} 
证 明 。 首 先 有 
(Tiener) +L- lel? = -se 
HFT, BREECH, KA 
Lej’ -2(pie1)= ~ 24 cp,e) + 2(p1,2), 
RUA, 则 得 
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d 
tap llel’ s<- 2t-gp ¢ (p,e) + 24(p,,e), 


或 者 
-A (Hlel|*)< - 2-77 q F E, e)) t 2f(P 1,8) 
slel*+200.00. 
于 是 有 
中 ela<2rllollllel 
+f" che + afpllel + zsh. lle3ds, 
或 者 


ecole {tocol ++] ‘cel? + lol? + slo. 123 ds } 
由 第 二 章 的 (10) 式 ， 已 知 
[etsass| tolas. 
综合 以 上 这 些 估计 式 ， 即 完成 引 理 的 证 明 。 
作为 一 个 直接 推论 ， 有 
引 理 4。 在 引 理 3 BERRET, Hio E 
lle(t> CSup {Ses + let). 
为 了 以 后 的 应 用 ， 还 要 注意 右 端 第 一 项 的 系数 可 以 任意 
小 ， . 
引 理 5。 在 引 理 3 的 假设 下 ， 对 任意 s>>0, 有 
le Ee Sup Goes) 人 DC Sup lol, t>0. 
证 明 。 对 引 理 3 的 证 明 作 一 个 明显 的 修改 ， 即 可 得 


lecols< | stlloslitds +c. {lle + Ff hotsasy} 


现在 来 证 明定 理 1 。 
TEIHEA. PARR, PEV PV 情形 就 足 够 
Ts 这 可 由 
[EPK -VO SNPr -VsIr -V all 
+P -VISCII 
立即 看 出 ， 其 中 三:( 芒 是 半 离 散 问题 的 解 算 子 。 
我 们 知道 ， 误 差 e =w; -u 满足 误差 方程 
Tie, te= -0, XH o=(T,-T)Au=(T,-T)uy, 
#EWV =P VY, Treo) =0。 这 样 我 们 就 可 以 应 用 引 理 
4 了 . PAGDAMI 2, HF s>0, F 
OIRA lu. Gs), sh Nu), <Ch’ IVI, , 
类 似 地 ， 有 
sho CsA slu, Cs) Ch sha) ;sh IN. 
由 这 些 估 计 即 可 完成 定理 的 证 明 .。 
注意 ， 在 这 个 定理 的 证 明 中 ， 假 设 (i) 的 估计 仅 用 于 
fEH'-?(Q)。 类 似 的 注释 也 适用 于 下 边 的 定理 2 和 3，。 
现在 转向 讨论 VARIED BD A WO) aR 
形 . 我 们 将 证 明 对 于 正 1 的 仍然 有 最 佳 收 敛 阶 ， 首 先 考 虑 标准 
Galerkin F, WREE SCHC), M 
int (IV — xl) +hlY = xh <Ch I s 1553r, 
#A, Ti 定义 为 l 
VTO =X), 了 YES 
时 的 情形 、 我 们 知道 ， 在 这 种 情形 下 ， 加 上 了 ,wuE5 ,定义 为 
(VPiu, VX) = (Vu, VX) YXES, 
WH P,=-T.A, FE 
\Piu-ull<Callul,. 
我 们 有 如 下 结果 ， 
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定理 2 。 对 于 用 标准 Galerkin WHE eM #9 {Ta} MF 
= PoV， 则 半 离 散 抛 物 问题 (2 ) 有 误差 估计 
lut) -ullach t IV t0. 


HERA, REAME, BIER e= u-u TBR 
(3) ellach IV], 
后 由 此 式 通过 一 个 和 迭代 论证 来 证 明定 理 。 
我 们 将 应 用 引 理 3。 利 用 前 面 对 椭 圆 投 影 的 估计 以 及 引 
理 2 对 精确 解 的 正则 性 估计 ， 有 
fo) = Piu- ull SCAU ||, Cht NV, 


fuk H AO) PRE, 
Ff orassc [lulas 
<c fi Da, (ult), p; )?ds 
SoS Sheers 
=c# ma (V0)? [e ~?*iSds 


sc Dep ir, 
i 


最 后 ， 由 同样 的 方法 可 得 
$f stloitdsce4-f"sthustds<cF['s*tulltds 


<C DAW. o, a Sds 
; 0 
<C Fp) = CE rs, 
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综合 以 上 俩 计 ，e(#) 的 预备 估计 式 ( 3 ) 通 过 引 理 3 得 证 。 
借助 (2 ) 的 解 算 子 E.G), MES 
eH=F,@QV =F,@PV - EV =u,(t)-ud), 
则 最 终 要 求 的 估计 可 以 叙述 为 
(4) EV aC t VI, to, 
由 于 已 ,9 在 工 :(Q) 中 显然 是 有 界 的 , 所 以 不 妨 假设 Att” 
<1, RTS 
FF ()=F,G/2)E(t/2)+ EC/2)F .G/2) + Fy (t/2)*, 
事实 上， 利用 定义 和 半 群 性 质 ， 等 式 的 右 端 为 
(E,(t/2)P)- EOC/ EC/ + EG/2)(E.G/2)P 
- E(t/2)) 
+(E,(t/2)P,-Et/2))? =E,@/2)?P,- E(t/2)? 
=F y(t), 
利用 定理 1 和 引 理 2， 有 
|F,G/2E (t/2)V |<Ch' |EC/2)V i cCh't IV. 
HR F2) 5 Et/2D) REALM, WL E(t/2)F 4/2) 
BF .C/DEC/2wiH, SHEN LO) LWRF, 
具有 同样 的 模 ， 于 是 
EC/DRF /OV Ck tH, 
再 由 前 面 的 证 明 ， 
IF ,(#/2)2V || <Cat-?/? ||FG/2V Ul, 
因此 
IF CV Chien?! IV] + Chet? EGW. 
通过 反复 应 用 此 式 ， 由 于 ht <1, 有 
[EOV Chk t IVC DHF .Ct/2 大。 
选取 s=r， 并 注意 
IF .G/2’ W iSi 


就 完成 了 (4 ) 式 的 证 明 ， 从 而 定理 得 证 ， | 
现在 讨论 仅仅 知道 (i) 和 (让 成立 的 更 一 般 情 形 ， 有 如 下 
结果 ， . 
定理 3 。 IEG), Gi) 立 ， 3+ A V, =P iV, BB) 
对 于 半 离 散 抛物 问题 ( 2 )， 则 有 误差 估计 
llu) -uD SCR t F], t>0, 
证 明 。 我 们 先 证 明 r =2 的 结果 。 然 后 ， 象 定理 2 那样， 
FR RIGID SRA BIN. 
已 知 误差 方程 为 
Tie, te= -p= -(T,—T)u,, t20. 
4 , 
FO = [ecwas, 


我 们 来 证 明 
(5) lleCi<Cr* Sup {sso Cs + sle 


+e 

假定 这 个 估计 式 成 立 ， 由 (让 和 引 理 2， 则 有 

sheol = sl Ts -Thu CN SCh?shu clch, 
和 
s*llo, (Cs) ]<s?|(7, -Tu (O) Chs? u: SC 天。 
由 于 . 

PCs) |] = If ers -Tyu do) = |T -T-V |] 

<Ch (ucs)) + IVDC N, 
从 而 推出 a 
jec ECR VI, 

这 就 是 r=2 时 所 要 求 的 估计 式 。 

镜 下 的 是 证 明 ( 5 ) 式 。 Wit, GW = ite， 并 注意 矿 满足 


- 44 ~ 


方程 
TW ,+W=n=-to+T ie, 
那么 ， 由 引 理 5 知道 
IW DIle Sup Cla (DD +C， SupllnCs), 
我 们 有 
sla. Cs "No. CN + sllo¢s)]| + sllTie, ¢s) | 
<s?l0.€s)|| + slloCs)|] + slots) + ls) 
和 
lln¢s)|<sllo¢s) |] + LOF 
取 s= 1/2， 则 推出 ， 对 所 有 to, E 
(WN Supls) 
+ CSup {s?llo.Cs)|| + slloCs)|] + IT ede) ||}. 
选取 z= z(6， 使 得 
Sup IMCol=IM ol, 
则 有 
IWO I 
+ CSup {szllo CD + sloc + Tech, 
于 是 
|W ANEW <CSup (s?llo.¢s) {1 + sflocs) + llT ,eCs) ll) 。 
MAT Tier Ak, £ (0,1) 上 积分 误差 方程 ， 并 
注意 Tie(0) =0， 便 得 到 


a 
TyettaT,t,4t=-B, 7 = { ‘eds, 


由 引 理 4， 则 有 
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IZ I<CSupCsii i] + PDC Soncsllo) + IBID, 
因此 ， 
IT seil SNE + slscsupcslol + IPD, 
这 个 估计 式 和 前 面 的 估计 结合 ， 便 得 到 
IW) <CSupcs*llo, Il + slol + IID, 


这 就 是 ( 5 ) 式 。 定 理 证 毕 。 

现在 证 明 误 差 的 时 间 导 数 《或 者 时 间 导 数 的 误差 ) 的 类 
似 估 计 。 令 D, = 8/8t。 i 

定理 4 。 ABS i) FN Gi) RE Y, HAV, =P iV, H Z, 
对 于 半 离 散 抛物 问题 ( 2 ) 的 误 益 ， 有 

Di (ust) -uD Ck e-n], t>o. 

证 明 。 对 ! 用 归纳 法 ， 1= 0, 由 定理 3 显然 成 立 。 假设 
对 于 /一 1，1>1, 定 理 的 结论 已 经 证 明成 立 。 $e V= Die, 
通过 对 误差 方程 求 微分 ， 有 

Tier ees ~o, 
RL, HET CMT e'-0, 得 到 
Talt te DY, ppt — p24 IoD 
+(5 +1)t tT,e'n 
= -pg (SF + tp etn), 


再 应 用 引 理 5， 推出 (注意 人 =0， 当 := 0 时) 
ere Nhe OG) || Se SupCs" /s+ Ye ¢s)]]) 


! 
S Iss barn clay; 
+C.Sup { ZI etater otitis) | 
yi 
+ st- etmis}. 
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现在 ， 由 于 
p= Dio=(T,-T)ue*, 
故 对 任意 a0, AGM 2, WA 
s+ allo er(s)||<Ch's"!2*# Iu AS) jen 
Ch's" stout, ao SCh IV I. 
由 归纳 法 假设 ， 有 
sarajet- osc IFI. 
因此 ， 选 取 。<1， 用 证 明定 理 3 的 同样 方法 ， 即 可 得 到 本 
定理 的 结果 。 
作为 这 一 章 的 结尾 ， 我 们 通过 齐 次 问题 的 误差 估计 ， 来 
论证 非 齐 次 方程 的 相应 估计 。 这 里 ， 对 于 严格 大 于 0 的 有 限 
时 刻 4， 为 寻求 上 附近 的 误差 估计 ， 只 须 在 + 附近 作 强 的 正 
则 竹 候 设 。 考 虑 非 齐 次 问题 
u, ~-Au=f,F Ax(0,0)Ay 
u= 0, Æ ðN x (0,0) by 
u=V, F Q Ñ, t=0. 


其 半 离 散 问题 为 
(6) 了 Th +a.=T.f, t2>0, 
u0) =F. 
要 证 明 如 下 结果 


定理 .5 。 ARK CAD id BE» HAVL=PV, MRE 
意 [>0，fzz6>0, 半 离 艇 抛物 问题 ( 6 ) 的 误差 满足 估计 式 ， 
||D! (a, (t) — uct) | 
son {rf las E fi Duod} 
证 明 。 考 虑 固定 的 t=t 宇 6。 设 mpEC” 是 这 样 的 函数 ， 
4 te -38/4 if, p (t)=1,2%4ts—-sh, (ft) =0.4 9,0) 
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=9(t~t)。 我 们 把 解 4 写成 


“=U, +Ug tus, 


Bru, =UPiy Ug 是 下 述 齐 次 方程 的 解 
CI) usg,, ~Au,=0, t0, uz,(0) =V 


由 于 

CI) ui, 一 An =f,=fo,tup, to, u;,(0)=0, 
D us 满足 

(I) uz, — Aus =f=f(0-p,)-upis tec, 


u,(0)=0, 
注意 ， fi M fs DIF t<i -6 Mtt -38/47 0, 
Iuj, aa J=1,2,3, 55) MCI), CORO) Ay 
离散 近似 解 ， 且 有 
Ui, (0) = La = 0, Ua, (0) = PV, 
HS e; =u, “Uje 由 线性 性 质 ， 
-u= Le, 
BR, R A 需 通 过 所 要 证 明 的 不 等 式 的 右 讽 来 估计 e; Ct) 
了 = 1,2,3。 
首先 考虑 wu,。 由 于 Diu 满足 ( 了) 经 过 微分 后 所 得 的 方 
B, Dium, 满足 与 此 相应 的 离散 方程 ， 生 这 两 个 遂 数 当 ot 
分 小 时 都 等 于 0， 所 以 ， 由 第 二 章 的 定理 3， 可 得 
Diet sem), |Ditus ds 
<Ch y | |Diull.ds. 


对 于 齐 次 方程 的 解 ge， 由 上 面 的 定理 4 ， 则 有 
-Diest NECh ty IV <a) a Ii 
最 后 ， 为 了 讨论 ws， 再 次 引进 误差 算 子 


Fi@®=£,P,-E@®, 
出 先前 结果 可 知 
IDF aW ISC IV, 1>6/4. 
HE, EA, WF t> ~ 6/2, 


Cts -38/4 
a 


e,(t) =| Fy(e-s)fa(sddo=] 


， FyiG-sif5(s)ds. 
因此 
ti -38/4 
Die,(t,) -=| DiF lt —-s)f (sods, 
由 此 得 到 


fa 
Diese caf Tods 
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<ch | cifil+ lapas 


<ch' {ivy ("ifs Y} 
这 里 最 后 一 步 用 到 了 如 下 事实 ， 


Lf lule + yul? = (F< 


故 
d 
gy illus. 
从 而 ， 对 于 f0, 
eolsIPl+ | es 
这 就 完成 了 证 明 。 

上 面 对 非 光滑 初 值 的 结果 , 是 与 第 二 章 引 理 4 所 证 
EOE LAR. PEAT SB, BRT 
别 地 指出 ,在 定理 4 和 定 理 5 中 当选 取 Po 以 外 的 初 值 时 ， 
所 引起 的 误差 的 时 间 导 数 有 如 下 之 上 界 
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(DEON s= Pr) Nee NV ~ PPV, 
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第 四 章 ” 具 有 更 一 般 椭圆 算 子 的 
抛物 方程 


在 这 一 章 里 ， 简 要 地 讨论 一 下 ， 我 们 先前 所 作 的 工 : 误 
差分 析 对 于 更 一 般 抛物 方程 

(1) u,+Au=f, FOxIA, 
的 初 边 值 问题 的 推广 ， 比 处 2 是 中 "中 具有 光滑 边界 90 的 区 
mm, I =10,t°), A= ADREMMAT, 


Atus- 守 Be On nõ) 


-+a o(%, tu, 


aha a Mo KOLI ky Coo mM, a je(%, 8) = a ; (xX, 
并 县 


d 


> a; (x, PEE, >C,(E|7, Cy>o, 


SOREL ARTHCH SMI BRA -RE BR 
AREA BARRE, SHB, HAEARN 
的 和 非 正 的 。 如 同 先前 ， 我 们 考虑 如 下 初 边 值 条 件 


(2) u=0, HOQxI E, 
u(e, 0) =V, 
现在 伴随 4 REE RRA» 
oV OW. 


AV W)=AGEV W )= Heed Bx, Ox; 
ov 
+ Da SW +a VW ds, 
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则 可 将 抛物 问题 写成 弱 形 式 
Up) + Altu p= lfp), Yo EH OQ), tel, 
u(r, OV =V, 
这 里 ， 双 线性 形式 不 一 定 是 正定 的 ， 但 是 G&rding 不 等 
式 
AV VSC -KV 
成 立 ， 事 实 上 ， 对 于 YEH3(Q2),， 有 


ov OV ov 
AV Dar WV = (Zanga Get Do Gu,” 


isk 
ôV WV 
+ (a, + V2) dx = [ro 可 Ox, 


R 


Oa; . 
+ (K+, -iD ar WV? )dx ScCl|V i, 
oa a 
只 要 系数 《> ap (E x; ~0o) ;下 边 我 们 总 认为 < 是 


满足 此 要 求 的 固定 常数 ,同时 考虑 伴随 抛物 问题 的 Dirichlet 
问题 ， 
A u=Au+ku= f, FAK, 
u= 0; 在 0Q by 
其 弱 形 式 为 ， 
A, (4, p) A p) +, o) =f p) Spe Hh(0), 
ECA EZ =e uA, WA 
a,+A =f, 其 中 i =e-'"f， 
(EPI tAAL P= 9), YoEHi(Q), 
亦 可 表示 成 方程 


Tä tH=T()j, tél, 
并 带 有 初始 条 件 
u(0) =V, 

HTEO), (DEE, {S} Æ LC) 的 一 族 
ARETA, TST), La(0Q0)->S 是 了 的 近似 ， 并 具 
有 下 边 描述 的 性 质 。 作 为 (1), (2) 的 近似 解 ， 我们 考虑 函 数 
u,il>S,, (Bu, = 2, CE 

Tala tH,=T.f, tel, 
ul =V ae 

为 了 确定 (1),，(2) 的 精确 解 的 一 个 好 的 近似 ， 现 在 我 们 
来 描述 对 { 了 小 应 加 的 限制 条 件 。 前 两 个 条 件 相 当 于 先 前 讨 
论 的 模型 问题 的 两 个 条 件 ， 其 中 第 二 条 作 了 修改 ， 以 便 容许 
方程 的 系数 随时 间 变 化 。 第 三 个 条 件 是 限制 了 的 非 自 共 He 
的 程度 的 ， 对 于 自 共 轿 情形 ， 它 是 自动 满足 的 。 这 些 条 件 即 
为 ， 

@ (fTif)>0, 对 于 fEL3(0Q), HCOX, TX)>0, 
WFO KES, 

CAFE BA Se C RRM AHR ) ， 

KT -TOF +17, -T fF] <Ch If. 29 

| JEHA), 2¢s<r, 
CDT, g) -Tigo ASC TAY IT sgh» 
/,oEL。(D)， 
作为 一 个 例子 ， 考 虑 S$ ;CHs(02) 和 TT 是 标准 Galerkin 
方法 对 应 的 椭圆 解 算 子 ， 于是， 
AGT ODE Xx), YXES,. 
此 时 ， 半 离散 方程 等 价 于 
Chae XHA = fx), YXES,, 
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它 可 还 奈 成 关于 xx ORR. 
(hin XV FACE UL Xx) =f,X), VXESs. 
现在 来 证 明 ， 对 于 {T 的 这 种 选取 ， 上 述 条 件 是 满足 
的 。 
引 理 1。 设 {7 ,|} 是 由 标准 Galerkin 方 法 定义 的 ，{S;} 满 


E 
inf (IV -xl + Al -xls I y 1<s<r, 


WG), Gi) AN Cait) Re 
证 明 。 我 们 立刻 有 
(Fo Tif)=A.Tf, Tif SClT ,fl?>0, 
由 此 证 得 条 件 (i) 的 第 一 部 份 ， 并 且 仅 当 T 了 :f=0 时， 等 号 成 
立 。 现 在 假设 Tf =0， 且 / =XES:， 利 用 ,的 定义 ， 有 
Wx? = ATX X) = 05 
于 是 Y=0， 这 就 证 明了 条 件 (1) 的 第 二 部 份 。 
现在 讨论 条 件 (下 )。 用 基本 上 与 自 共 入 情形 相同 的 方 
法 ， 可 以 证 明 ， 
I(T. =T fi + AMT. -TF <ch {ifl -2> 2ST, 
Ale X)= 0 FxES ay 
这 样 ， 剩 下 只 需 证 明 关 于 时 间 导 数 的 相应 结果。 为 此 ， 令 
W=Tf, “ysTif, Me=W,-W, SHB, 
求 微分 ， 我 们 得 到 ， 
Aleis XIHA X)=0 XES., 
其 中 双 线 性 形式 A'(，,*) 是 由 A(，。,。) 对 系数 关于 {进行 微分 
得 到 的 (注意 4.(*,*)= AC), FEWER XES. 
有 ， f 


le. ||7?<CA,(e1,€,) =C{A.(e,,€, +X) 
+A'’(e,e,+x%)-A'(e,e,)}; 


由 此 推 知 
le IPSC Cle lh + [ells inks ~ xll +Clleli tlle: tas 


从 而 不 难得 到 
lella <C{llel + intl. = xi} <Ch AN: -2 + old 


<Ch {fll --2 + |W} Ch fl; 2<5<r, 
这 里 我 们 用 到 了 事实 
IV dl: SCW I> 
这 可 以 从 矿 ,E 及 3(Q) 是 Dirichlet 问 题 
A.W op)= A'W, p), YrEHIN), 
的 解 推 知 。 
为 了 得 到 e, WLM, KALA WHE, BYE 
Am=o, FORK, $=0, FONE, 
的 解 。 已 知 
(3) tla <Ci. 
于 是 对 任意 XES;， 有 
(eP) = Ar(e PP) =S Aen pA) 
+A'(e,$—X)— A’(e,y) 
最 后 一 项 利用 Green 公式 ， 可 得 
Len p| <C(ller|s + leli intl -二 Clellyh， 
<C{h(lje ll, + lel.) + lelle, 
根据 (3) 式 ， 得 到 
lle. |<C {Affe ell, + lela) + lel} SCA Ifl- 2.5<r. 
这 就 完成 了 条 件 (i) 的 证 明 。 
BVi=Tif,; Wi=Tig, HER 
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(Tif, p- Cf, Tig) =A. G Tig, TP- AAMT af Taig) 


êW, oV , 
“Jo - 5m, W, “jz 


=- ‘ a, pa OG; Y 
= feat ot Wy Bes VW Jae 
R I 


<I Mal = CHT fla TICE, TAY? Tag, 
这 就 证 明了 条 件 (说 )。 
至 此 ， 完 成 了 引 理 的 证 明 。 
现在 回 到 初 边 值 问题 (1)，(2)， 作 为 Le 误差 分 析 的 IF 
， 我 们 给 出 非 齐 次 方程 的 如 下 简单 结果 ， 它 与 前 边 讨论 的 
Teena 果 是 相 类 似 的 。 
定理 1。 假 设 (和 (成 立 ， 并 设 
I -VISCHI 
那么 ， 对 于 半 离 散 问题 ， 有 误差 估计 ， 
[uD uel<Ch (IVIL + feces), ter. 
证 明 。 用 上 面 的 记号 ， 令 ， 
e(t) =%#,(t) u) =e" "(u(t) ~ ut)), 


则 误差 方程 为 
Tiei +e= -p=(T, -T)A,%, 
由 第 二 章 的 引 理 3， 有 


leCo1<lecolt+ CEON + florhas). 
Rad, XE 
| PCO|<Ch" JAVI, -a<Ch' I 
和 
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We = l-g eT TDADT -TA i| 


+T. -TAAR +A% 
SCA’ (lll, +E 2<CA" Cull + lh, >, 
岂 于 I 工 是 有 界 的 ， 从 而 


| lesads<eh (UV +| laas}, 


这 就 完成 了 证 明 。 
现在 讨论 齐 次 方程 
u,+du=0, 于 QxI 内 ， 
再 加 上 初 边 值 条 件 (2)， 其 相应 的 半 离 散 问 题 为 求 w(t) :1-> 
Sie EEK G= e'u (ERE 
Tilaa +%,=0, tE, #,00)=V,. 
在 这 种 情形 ， 作 为 一 个 例子 ,我 们 只 证 明 对 于 非 光滑 初 值 的 
如 下 结果 ， 
定理 2。 假 设 (iD (i) 对 于 r = 2 情形 ， 和 和 (过) 成立 ， 并 且 
V: = Po。 那么 ， 对 于 半 离 散 齐 次 抛物 问题 ， 有 误差 估计 
us) -uK Ch NV, tel, t>o. 
在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 先 对 于 Ta 的 时 间 导数 给 出 某 些 
估计 。 
引 理 2。 假 设 (i) 对 > = 2 成 立 ， 则 有 
Tif PASCUT f, P + RIAI, 


ITAS CHAT, fll + AIAD. 
证 明 。 我 们 先 证 明和 连续 情形 的 相应 地 估计 ， 即 
T'S, PI<C(TF, fs 
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IZ’ FA<CWT S|. 
这 样 ， 所 期 望 的 结果 容易 由 《〈ii) 得 到 。 例 如 ， 对 第 一 个 不 等 
起 

TaS D= ITF P AAT TDA 

<CUTS A) + hI A SCAT A, A ERAP 

对 于 连续 情形 的 这 些 不 等 式 ， 我 们 回忆 

ATF, p =f, p) YoEH DN), 
微分 以 后 ， 则 有 
AATF, D+ ACTS, p) =0, | 
注意 ， 可 以 验证 了 7 在 Lala) ELMIRA Æ T”, Le(Q> 
万 (0)0 HQ), EHH 
A@T*D=(,9), YECH), 
来 定义 的 。 由 于 
CT g) = ATE Tg =, T*g), Wh gELl2(9), 
所 以 T* 也 斌 是 椭圆 算 子 4* 所 对 应 的 Dirichlet 问题 的 解 算 
子 。 特 别 地 ， 有 . 

KTDI = AATH, TP SIATT 
<CUT SAWANT h SCE TH? TA pr? 
=C(f, TH), Es 

这 就 是 欲 证 的 第 一 个 不 等 式 。 
进一步 ， 对 于 p9ELs(0)， | 
CT, p)=ACT'f,T*p) = ANTI Tp), 
AGren 公式 ， 把 所 有 导数 都 移 到 第 二 个 因子 土 ， 可 得 
ITF OD <CIT FT ola < CHT Aol, 
这 就 证 明了 连续 情形 的 第 二 个 不 等 式 ， 引 理 证 完 。 
定 毕 2 的 证 明基 于 如 下 引 理 ， 它 类 似乎 第 三 章 的 引 理 5， 
3183, BRO, GOxFr=2, MODRY, A 
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Tre +e= -py tel, T,e(0) =0; 
WMFR—Te>0, FEC., HAUTE 
le Il Sesup (she (9D +C asup loo 


证 明 。 我 们 将 证 明 

ec <2 so 2ds+ ,oc oi? + Ff telas} 

1 t o i t E t a! r, 
这 个 估计 式 直 楼 隐 仿 着 谷 证 的 结论 。 为 证 明 这 个 不 等 式 ， 用 
2te : 乘 误差 方程 ， 作 某 些 整理 以 后 ， 得 到 

| MTree.) +E lel?) = -2 全 (pe)) 


+2(p,e)+2t(p,,e) + fell’, 
由 此 ， 经 过 积分 和 一 些 虹 然 的 估计 ， 导 出 


she es] slo, [2ds + C, {oc 


+f cell + lel? ds), 
为 了 完成 证 硼 ， 现 在 只 要 证 明 
0 Tetasscf iotas, 
为 此 用 2e 采 误差 方程 ， 于 是 得 到 
-F(Tse,0) + allel]? = ~2(0,2) + (Tree) 


L +((Ty,e,¢.)-(Trer.e)), 
AAD MARGE, RNA 
MTree )= (Ties D| <T ree)? Ter ll 
SCT e,e)"? (pl + lel 
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<CGTie,e)+Clolz+a Lye, 
X52, Wih 
Tre ol<CT ree) + Lle’. 
A, : 
A (Tree) + lelr<CHol? + Te,0)), 


根据 Gronwall 引 理 ，T,e(0) = 0 的 假设 ，7 的 有 R 性 以 及 
(ve,e)0， 即 可 推出 (4)， 从 而 完成 引 理 的 证 明 。 
现在 我 们 可 以 给 的 证 拉丁。 . 
定理 2 的 证 明 。 已 知 误差 e = -六 =e“' (th 一 4) 满 足 方 
程 。 
Tiye,+e=-p, tel, 
由 于 了 = 0， 所 以 这 里 Es 
p= -(Ti- TAGs (TT) 

再 注意 , NEV = PoV ,有 Te(0) = 0。 由 于 e(0) = =P, V-V 
5S, AH, wind), 对 于 任意 的 YES，， 有 
Tie(o),x)1=1Tie(0),X)-(e(0) TOF 

<C(T,e(0), e(0))?!* T xl] = 0。 
利用 引 理 2, 我 们 现在 证 明 ， 对 于 tE1， 
(5) lle@<Ct sup {s?o I] + slol + LRA? lel). 


其 中 
r RD = | pds, 


先 让 我 们 暂且 假定 这 个 不 等 式 已 经 得 证 ， 据 此 来 证 明定 
理 。 为 此 将 利用 如 下 的 已 知事 实 ， 微 分 方程 的 精确 RE 
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《参见 第 三 章 引 理 2 》 
MECA + SEH] + SPLE CO SCI]. 
利用 (ia 和 这 个 正则 性 结果 ， 我 们 有 
sel = SiT -TPE Cs SCh? sy CCAP IL, 
和 
s*fo.(s<s7(T4-Tu esa Teall 
<Ch?s*(|12.(s) +t (SCA IL, 
HF 
R(t) = {rs -Tyžds=((T, - DAY) ~ Ke -T! ids, 


又 有 
LR¢s)]<Ch * sup|luc >) {<Ca? |i" Il, 
另外 ， 由 解 算 子 的 焰 定 性 ， 知 
Jeh EO 
综合 这 些 估计 式 ， 便 得 
lec) LCR E |V |, 
这 就 证 明了 定理 的 结论 。 
HUH), SW =te。 我 们 证 明 
(6) WI] <Csup{s*|]o {I + slol + IT .ell}. 
然后 进一步 证 明 
(T) Tre) <Csup{s|ol| + All + APllell}. 
这 两 个 估计 式 合 起 来 ， 即 得 (5) 式 。 


对 于 (6) 式 ， 注 意 矿 满足 
TW +HW=o0= -tptT,e, 
-利用 误差 方程 航 引 理 2， 我 们 得 到 
flo l= |-4e,-0+T.e, + Tre] <Cclo. [| + loll + lee 
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FAL, E53, MMMM, HER Wo) =0, BN 知 对 ; 
tel, 
IW) I] <e sup (sll, (ON + C sup flocs) | 
<1 sup ||W(s)]] + C sup {spl + soll + Tee I}: 
2 set set 
杨 此 式 容 易 推出 (6) 式 成 立 。 
为 证 (7) 式 ， 我 们 积分 误差 方程 ， 令 e(t) = | eds 并 注 
ET e(o) = 0, 这样 得 到 ， 


Tie+e=Tie +e= -R+ Teds, 
0 


因为 e(0) = 0， 我 们 可 以 再 次 利用 引 理 3， 得 
lect dIl<esup {sR l+ 517 ell} 
+C. sup{ IRI + If Ted yl}, 


利用 引 悍 ?估计 7%e， 从 而 
Jele sup {slol + CslFsell + Csh*llel}} 


+C, sup IR] +C. f (ITvell+h°llel))ds, 
由 此 可 知 
Tsecei<llell + WRI +f Teds] 


<eCi “supllT seCs)] + C.sup csie +R} 


+K lep +C. | IT e lds, 
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选取 e 使 得 eCt*<1， 这 样 一 来 ， 对 于 4E7 =00,0°, TF 
Tse OSC sup(s|lol| + | + hrllell) + Clr el ds, 


现在 应 用 Groawall 引 理 ， 便 得 到 所 期 望 的 不 等 式 (7)。 
至 此 定理 证 毕 。 
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第 五 章 最 大 模 估 计 


还 是 考虑 初 边 值 问题 
u,~Au=f, FQAXCO, co), 
u=0, ”在 900Q x[0，coo) 上 >， 
ule,0) =V, FAA; 
Eib ATHAER, SROR—-PREN FHA, 
象 在 第 一 章 里 那样 ， 设 了 ,= {7;} 是 Q 的 拟 一 致 三 角形 
部 份 ， 其 边界 顶点 在 94: Ls SicH MORK J ;的 分 
片 线 性 函数 ， 它 们 在 多 边 形 区 域 人 2; = Ur; 以 外 为 0 .考虑 相 
应 的 半 离 散 问题 ， 求 41:[0, oo)->S;， 使 得 
(Haye X) + (Au, AX)= (f, X), 1>0, YXES,, 
ui(0)=V ES;. 
由 第 一 章 知 道 ， 利 用 由 
(Ant, x) = — (AY, AX), WO, XESis 
定义 的 离散 Laplace 算 子 A; 和 由 Ls 到 S, 的 正 交 投影 算 子 Po, 
半 离 散 问 题 可 以 写成 
uy, — Aau = Pof, i>0, 
ua) =F a, 
引进 齐 次 方程 的 解 算 子 ， 即 由 A, ÆR ORE 
=exp( 扒 ,)。 我 们 知道 模 的 误差 分 析 是 基于 这 个 算 子 在 
:中 的 稳定 性 ， 
JE OVa al YE 
类 似 地 ， 后 面 结果 则 是 基于 如 下 的 “离散 的 弱 最 大 模 原 
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PL”. ARMU RAN. le poo HAN Le CQ.) Has Bes 
RH, HO,=2, MPAA, RUM ABM, Iel 
和 上 "中 分别 表示 上 CQ) 和 顾 ' C0) 中 的 模 。 
定理 1。 在 现在 的 假设 下 ， 
[EOF slew <Clog =| alles t>0, 


证 明 , 为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 引进 “离散 的 5 一 函数 ” 
O07ES,， 对 于 xEQ，607% 由 下 式 定义 
(0%, xX)=X(xX), VXES a» 
并 用 
和 (1 = ECE) 0}, 
定义 “离散 的 基本 M r= FicDcS,， 或 等 价 地 由 下 式 定 
义 ， 
© Ti, -ATi=0, to, 
ro) = 67, 
WF DERO, œ), FTA 
(EAW DDSA), VV 1). 
事实 上， HPE OB RN, 则 有 
CEIA), V a) = EO V a) = Ci, EAN a) 
= (EVA). 


由 此 可 得 
IE COV a Il-<sup IDO, \V. llo.» 


Wille, <C a, YXxEQ, t20. 
PLE SEE ERE 


— 66 - 


wy) =wity)=([x— yl? +k), 
由 Cauchy 一 Schwarz 不 等 式 ， 有 


alle, <le tI ers<C dosd"? wat. 


这 是 因为 


1! 2 -3 í rdr _ 1 a 2 7 
læ | “Je decc rien [Flower +h?) 


<C, 
这 翌 就 只 剩 下 证 明 工 * 估 计 

(1) [wiri < Cdog"? 。 
这 将 用 能 量 法 来 完成 。 

我 们 要 利用 熟知 的 的 逆 性 质 ， 例 如 

(2) lxli<Ch Nxl, YES. 
还 需要 如 下 的 Descloux 引 理 ， 

引 理 1。 存 在 一 个 正常 数 C、 使 得 当 To 是 多 ;中 的 任 一 三 
角形 ， 并 且 QuCoO 与 ro 不 相交 时 ， 对 于 supp 矿 Cro 的 V, Wh 
有 

(3) WPoV Ihe coo <exp( —cdist(Q., TADIN lese 
进一步 ， 存 在 正常 数 C， 使 得 
(4) Pol Ile SCI Ilzo 

证 明 。 从 R。 = to 开始 ， 我 们 逐次 地 取 R, Ar, 中 与 集合 

UR , 相 邻 的 一 些 闭 三 角形 的 并 集 ， 来 定义 一 串 集 合 R, ，; 


= 0,1,…. 显 然 ，R 中 的 点 到 r。 有 一 个 与 她 同 阶 的 距离 。 设 
Di= UVR,， 我 们 要 证 明 ， 对 于 某 个 p>0， 


C5) PV prr leg, RL 


我 们 暂时 假定 这 个 不 等 式 成 立 ， 并 用 和 表示 左 端 ， 则 可 署 出 
UKP- REIL, 


由 此 有 
? P £ 7 tr 2 
s -S Jaos P ， 
dk i+? q: S(T) 9 (y)! oV iliro 
y vk 
<( = ) IV ,oe 


对 于 使 P, 二 0 的 最 大 整数 k， 令 7/(1+7)=e™?”*， 这 证 明 


了 
(PF he, wo IP rh, 0, <e FV Ware» 


此 即 (3) 式 《 c 的 选取 可 能 不 同 ) 。 

TEROR, $E, HPF Cro, 

(PoV ,X)=0，YXES ;满足 supPXCD4 -1 =DiUR,， 

k>1, 

特别 是 ， 可 以 选取 ZES, ERED A= PV, WER, 
Pue- ;内 X=0， 对 于 Ri 中 的 三 角形 ，X 在 一 个 或 两 个 顶点 处 
与 一 ,大 相等 ， 而 在 余下 的 两 个 或 一 个 顶点 处 取 " 值 。 这 样 ， 
我 们 有 


0= (PV, 2) = IPV opt | PoV pdx, 


Ry 


从 而 ， 
PV NE, wp, <I PF lz ,a pilz egy: 


现在 容易 看 到 ， 对 于 Rs 中 的 每 一 个 三 角形 - 
WZ Wegcn<vlPoV sacs 
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于 是 可 以 结论 (5) 成 立 。 
现在 ， 通 过 证 明 上 。 模 的 稳定 性 (4), 来 完成 引 理 的 证 
明 。 没 to 是 使 Po 六 达到 最 大 值 的 三 角形 ， 并 且 令 Vi; 在 7; 上 
EFV, MERLETTO, WAV =2V;, 以 及 
WPVM SUPP e SP i roro, 


AAA OR, RTA 
[Pori lle cee: <ch PeF; lle ace, 


< Ch~texp( ~cdist(r,, zi A) lige 
< Cexp( = Caist(ros eh- Nh 
对 于 上 面 所 定义 的 Re， 我 们 看 到 ，R ,的 三 角形 的 个 数 不 超 
过 U1 的 三 角形 的 个 数 ， 并 且 以 Ch* 为 界 ， 因 此 ， 
{Por ,< om Lee ie, 


ER 


<C kter Iie <el We» 


这 就 完成 了 引 理 的 证 明 。 

为 了 完成 不 等 式 (1) 的 证 明 ， 我 们 需要 三 个 附加 的 技术 
性 引 理 。 其 中 第 一 个 是 与 Nitsche 和 Schatz Aria EM 
〈 参见 [1] ) 有 关 。 

引 理 2。 存 在 一 个 正常 数 c， 使 得 对 于 xcQ, wawi 
和 XES, 有 

yw? x- Pow? ASCA lwvxll}, 

证 明 o= w xy) Bw’ xa. WET, aE 
意 三 角形 r*， 利 用 Leibniz 规 则 和 对 于 lcel = 2 在 z 内 Dex = 0 的 
事实 ， 有 
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I}? x — Placer + hy wx = ssn 
<C [Deew x) ,,) 
lel-3 


<Ch? {|x|z, + wvl} 
因此 ， 通 过 平方 并 在 ;的 所 有 三 角形 上 求 和 ， 可 知 这 个 不 
FERWAR. +0=P,(w?x), BRAC A 
Ivy ~ PI] <Ch-? e- ol] = Ch Pm- w? 
<Ch""||p-w? xl]. 
我 们 已 经 给 出 了 最 后 这 个 量 的 估计 ， 因 此 ， 由 三 角 不 等 式 即 
可 得 到 所 期 望 的 估计 式 。 
下 一 个 引 理 表 了 明 ， 修 正 的 距离 函数 ， 在 某 种 意义 上 ， 补 
涝 了 离散 6 一 函数 的 “奇异 性 。 
引 理 5。 存 在 一 个 正常 数 C， 使 得 对 于 xEQ， 
wisis. 
证 明 WAER, Sw=wi, d=di, Hit 
Q;={yEQ,; 2i*h<|x-y])<2/h}, j>, 
Q,={yEQ,; |x-y|<h}. 
显然 ， 
w(y)<Ch2;， 对 于 yE0Q;， 
因此 ， 
wdl<C oh2 Nl: gea; 


为 了 估计 161 gop ROET ON r EA x AE. 


么 ， 由 逆 估 计 和 引 理 1 所 示 的 指数 衰减 性 质 ， 我 们 有 
(6,9) = (6, Pop) = (Pop <Ch NDP, yl, 


<Ch~2¢7*? Wllz gio, 


lol co, <Ch tert?” 


MERAH WAR, BUSES BERUTEAA. 

我 们 知道 ， 对 于 平面 区 域 2 LNB, AH ORE 
控制 最 大 模 的 Sobolev 型 引 理 刚好 失效 。 然 而 ， 对 于 .5; 中 的 
函数 ， 作 为 蕉 代 我 们 有 如 下 不 等 式 ， 

引 理 4。 存 在 一 个 常数 C， 使 得 

lx In <Cdosz-)'? yxl，YxES，。 


证 明 由 Sobolev 引 理 ， 存 在 与 p>? 无 关 的 常数 C， 使 得 
Ixl, <Cp'!”? |lvxll, AXES: 


男 一 方面 ， 我 们 有 逆 估 计 
lx lle <Ch ?lxllz ,eo 
选取 p =log 记 ， 由 这 些 估计 式 即 可 证 明 引 再 ， 
现在 回 到 定理 1 的 证 明 上 来 ,这 已 经 归结 为 证 明 ( 见 (1)); 
对 于 前 面 所 定义 的 厂 = 灵巧 区 和风 = mwi， 有 
wr" |]<C(logi/h)?”? 。 
1 d 2 2 ,2 
ag oT + wv i? = wD) 
+ (yr, Vw? r) - 209 wr vw), 
利用 厂 的 定义 ， 对 任意 的 JES;， 有 
ip) + (VI, VP) = 05 
因此 ， 
Lg ler? tov Tl? = nwr- p) 
+T, yw TT ~ y) aT voor) =I, +I tls, 
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现在 选 9 = Po(w7l"), WT, =0， 并 由 引 理 2 和 道 性 质 (2)， 
al <T eT -DICA ICAI! 
slay p<carl? Hrer. 
其 次 ， 由 于 Vw 有 界 ， 
sl<CIT lw. 
这 些 估计 式 合 起 来 ， 得 
rh + favre scar tT Hw 
或 者 


d/dtwr |? + ww <CI I, 
于 是 


pwr oles fi wer lds + CJ Ids, 
根据 引 理 3， 现 在 只 剩 下 证 明 
[Ir teas<Clog. 


为 此 有 的 ， 象 以 前 一 样 ， 令 Ti = (一 A,)”， 于 是 站 满足 
T..+F=0, 对 (>0， 三 (0)=0i。 
这 表明 


1 d = 
Sap PAD) HIE = 0, 
或 者 


Farry + | riPas= 刘 (746560D= 读 006D(e、 
令 G1=T0i 因为 了 ,是 半 正 定 的 ， 这 样 只 须 证 明 
Gi<Clogi/h, - 


I2- 


函数 Gi 实际 上 是 一 个 离散 Green 函 数 ， 我 们 有 
(VG, VX) = (9T 0i, VX) = COL, XK) =X), VAES 
特别 地 ， 
GIUD =lIvGrl?. 
根据 引 理 4， 这 表明 
Gi<Cdog 1)? vGi | =Cdoe hice)?” 


Gi<Clogt. 


至 此 完成 了 定理 1 的 离散 弱 最 大 模 原理 的 证 明 。 

现在 应 用 上 面 的 稳定 性 结果 以 获得 一 个 误差 估计。 为 
此 ， 我 们 还 需要 知道 Scott 一 Nitsche 给 出 的 椭圆 问 题 的 一 个 
最 大 模 误 差 估 计 ， 其 中 椭圆 投影 了 1 定义 为 

(VPV Vx) = (VV ,VX), YXES te 

我 们 这 里 只 引用 而 不 证 明 此 估计 ，。 

引 理 5 存 上 面 关 于 0 和 5S 的 假设 下 ， 对 于 椭圆 投影 
PE 


PV =V he < Ch?log EV jyatos 
其 中 
Illz = > (DV ifr. 
Jale? 


由 此 可 以 证 明 ， 
定理 2 在 现在 的 假设 下 ， 并 且 选 取 VY ;使 得 
WV lr <Ch? log FV lwz 


那么 ， 对 于 半 离 散 抛物 问题 的 误差 有 
t 
[uO = uO SCH dos NN lozio + | ulrzaas), 


证 明 mimt + 
Us—uU= (us — Pu) + (Pu du) =O+0, 


由 引 理 5， 我 们 有 
loll < Ch "logt fuçi Mlw2ca 


t 
<Ch*log {IV lrco， 十 | .adbaeadsh 


其 次 ， 利用 关系 式 PoA=A,P，,， 有 
0,~Ai0= ~P,p,, 1>0， 
由 Duhamel 原理 ， 


O) = E ,(t)0(0) - f'E it-s)P,0,(s)ds, 


这 里 ， 由 定理 1 可 得 
IE HOCH. < Clos HIV. ~ PH Ia, 


<Ch* (log) av lw 2cars 


同时 应 用 引 理 1， 又 有 
Ei- D PoP Ne <Clogt los) 
= Clog Ps = Du cll 
< Ch? (log)? llu vac 
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这 样 就 完成 了 定理 2 的 证 明 ， 

对 于 章 次 方程 的 情形 ， 给 出 类 似 于 第 三 章 所 描述 的 上。 
会 误差 估计 的 结果 是 可 能 的 。 这 里 我 们 只 概述 一 下 如 下 的 关 
于 非 光滑 初 值 的 结果 ， 它 表明 ， 对 于 适当 选 RKV, BB 
在 矿 仅 属于 并 (2 的 情形 ， 按 最 大 模 和 对 于 正 的 上 仍然 有 基 
本 上 最 佳 的 收敛 阶 。 详 细 的 讨论 可 在 C1) 中 找到 。 

定理 5 ERRER, HEV =P. WAF 
EM We>o0, EARR E ER 

jur) = ulj Keh? t t>0. 


tS, MEVEL O), PVES WA PRE 
(PoV,X)=(V.X), XES. 
为 了 证 明定 王 ， 这 时 我 们 令 
u, =u = (u, — Pu) + (Pau-u)=n+6, 
PAPE L. 中 的 有 界 性 和 已 知 的 关于 热传导 方程 的 正则 性 
估计 ， 按 照 所 要 求 的 方式 去 估计 最 后 一 项 是 不 困难 的 。 事 实 
E, AMES PA 
Pou- ulr <]Po(u- x) -u ln 


<Cinfl|u - xlr.<Ch? [[ullr2 cory 
HA SWN RRMA REN AERS BW I, 来 控制 。 
这 里 我 们 略 去 技术 上 的 细节 。 
对 于 7ES;:， 利 用 PoA =Ai 了 DP; 的 事实 ， 我 们 有 
ni:—~Ain=Ai(Po—- Piu= ~A;Pop, t>0, 
此 处 p = (Pi 一 1)uw。 这 里 的 7%(0) = 0， 于 是 通过 积分 ， 


nt) =- [Ex - SAP optsrds, 
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为 了 证 明 我 们 的 结果 ， 愉 须 证 明 
(6) EE-s) APop(s) 
Ch ot te Te HL 


因为 这 将 隐 含 着 
Incl KCA Gas ts dsl he, , 


=C,h? sette] Viti. 


为 了 证 明 (6), 我 们 将 需要 关于 半 群 ,C1) 的 两 个 稳定 性 结果 、 
椭圆 投影 的 某 些 误 差 估计 以 及 热传导 方程 的 正则 性 估计 。 
第 一 个 稳定 性 估计 是 用 以 表明 EE (1) 关 于 工 , Ae ee 
的 事实 。 回 忆 
(EDDY (4) =(Ti@,V a). 
516 RNA 


logy 
<C— i +t 
Le 


>0, 


一 


d p 
| Ea, 


XP S/H FRE RTE. 首先 对 三 
=I ict), WEH 
ID Olle, < Clogs, 
AB SS UE tw swi, Tea Le hit 
tw” OC dogg? . 
后 一 估 诈 式 可 用 类 似 于 定理 1 的 能 景 法 导出 。 这 里 就 不 详细 
讨论 了 。 
PUN SAD OAL Re MBAR. 
引 理 7 我 们 有 
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Xe) 


g 
[EOV < CPV a lays {>0. 


实际 上 ， 这 个 结果 的 证 明 ， 要 比 定理 ! 和 引 理 6 的 纯粹 
L. 结果 的 证 明 稍 微 简单 一 些 ， 并 且 不 需要 利用 加 权 模 。 这 
时 要 证 明 


rOl Cloet. 
由 定义 厂 的 方程 ， 我 们 有 
TH) +y rN, 
利用 定理 1 证 明 中 的 一 个 估计 式 ， 由 此 可 得 
dr <[ lr WPds<Clor 


或 者 


1 1/2 
log=- 
Ire ee( | . 
这 就 证 明了 
1 1/2 
log 
ora | IV elle 
由 于 
ar), -At sr, 
wE 


r= Ed-orgsyds 


t 
0 
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于 是 ， 由 前 边 的 估计 ， 有 


1/2 
2 los 
To < | 二 二 | eas 
0 4 


<Clogq a-s)” s~ P ds= Clos+s 
此 有 即 所 要 证 明 的 估计 式 。 
现在 让 我 们 回 到 (6) 的 证 明 。 除了. 上面 的 稳定 性 估计 
外 ， 我 们 需要 如 下 已 知 误差 估计 ， 
| (Pi - DW he p<C oh?" lea =C,h?-’ 5 LDP ilps 


laja2 
ISHS, é>0, 
( 对 于 p=co， 由 引 理 5 知道 h- “可 用 logi/h (RBs 可 以 证 
明 ， 对 于 p=1 和 通过 插值 从 而 对 所 有 PEC 0), h7 可 用 
dogi/A RE. ) 由 于 人 和信 在 Le 上 生成 一 个 解析 半 群 ， 再 在 
最 后 一 步 ， 利 用 对 连续 基本 解 的 简单 估计 ， 那 么 ， 对 于 
1<P< co 可 以 结论 
(7) decode, Ch? huto rz, 
<C, p h? Auco lz , 
=C,,p h?-* |e cs) ls, 
<C., hrs lucs/2) le, 


<C., p he? WV |e 
作为 一 个 启发 式 论证 ， 虽 然 不 十 分 严格 ， 但 是 几乎 是 正确 


的 ， 现 在 假设 (7) 对 于 p= 1，co 也 成 立 ， 那 么 ， 由 引 理 6 及 
EARE OA, = 五 (0， 便 有 
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[E C- 5) AP pl <Clogtt~s)"IPo(s)Ile, 
LCR- 9N I 
类 似 地 ， 利 用 引 理 6 和 7， 以 及 根据 已 ,在 L 中 的 有 界 性 ( 这 
可 由 引 理 1 得 到 )， 则 有 
[E =s) A Paete. 


<Clog+ E-O NE Ct 8)/2)P opts), 


<C (logs)? (f= s PPD, 
LCR- -ss 人， 


于 是 ， 由 分 y BA Bo<s<t/2Fit/2<s<t, 我 们 得 到 
JEC =S) A Posie Ch ?tt sy le, 


Ht A aR ETC AK, RAJATA 
降低 3 和/! - s 的 负 每 并 且 同 时 把 P=1 Moo 情形 包含 在 最 后 的 
估计 中 ， 以 便 得 到 估计 式 (6)。 综 合 这 些 技巧 ， 即 可 完成 定 
理 3 的 证 明 。 
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Be ”人 负 模 估计 和 超收 敛 


设 Q 是 R' 中 有 具有 光滑 边界 9Q 的 区 域 ， 考 虑 Dirichl2t 问 题 
Au= f, FOR, 
u=0, 7200, 
SOP AF AM PREM, 


£ 0 ô 
Au=- 5, ax, (oi Guy) toll 
jokad 
这 里 系数 是 x 的 光滑 函数 ，(a; i TER, I Ha EO LAE ft 
的 ， 这 个 边 值 问 题 的 弱 形 式 可 以 叙述 为 
Alu,p) =f, p), WFeEA O), 
其 中 


A(u,v) -| y a, eS +a,uv)dx, 
bik! ‘ 
《我 们 选取 如 上 形式 的 算 子 4 来 讨论 ， 而 不 R Lapac AF, 
目的 是 为 了 以 后 的 应 用 。》 
RS.) RRA ON-KARAFSA, CHE. i 
Fr>2, 
inf (IV -xl + A = x} <C WIL 


VEHKDAH' A), 1<s<r, 
这 里 象 以 前 那样 fell. = lic, 可 再次 设立 标准 Galerkin 
ARMM, Ru cS., eB 

Au, 4) = CF, X), XES 
CAT AREER, RER SCH D KEETE, AE 
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借用 前 边 描述 的 近似 解 算 子 7T,， 将 结果 推广 到 一 般 的 情 
形 。) 

用 和 以 前 完全 一 样 的 方法 ， 可 以 证 明 ， 

定理 1。 离 散 袖 圆 问 题 有 唯一 解 u,E5:， 并 且 有 误差 人 
计 

Ju, = ul] tAlju,—ull,<Ch'|lulj,, t<@¢<r, 

我 们 将 看 到 ， 对 于 ”>2， 上 面 用 于 证 明 了 。 模 误差 估计 

的 对 偶 论 证 方法 ， 也 可 用 于 推导 负 伐 的 误差 估计 。 令 


IV Ila- so = surf oP, pe *(2)}, 


我 们 要 证 明 ， 
定理 2。 对 于 半 离 散 椭 圆 问 题 ， 有 误差 估计 
jua ~ ula- eo ch lull o<s<r-2, 1<q<r, 
EW, WFesu,-u, 我 们 来 证 明 
[¢e,9)|<Ch**'|lulf lol]., Yee O), 
此 式 直 楼 隐 含 着 欲 证 的 估计 式 。 为 了 证 明 这 个 不 等 式 ， 我 们 
引进 边 值 问题 
Ap=p, TOW, 
y=0, ENE 
的 解 少 =7p。 已 知 ， 
Ill. .2<silell., WEE Uso. 
利用 误差 与 95, 关于 内 积 4(*，) 的 正 交 性 质 ， 有 
(ep)=(e, Av) = Ale, Y) = .de 一 和 )， 这 YE 
因此 ， 对 于 0<s< -2， 
(Ce, oClel infly - xli SCA el Al a 


<Ch'* el oll,. 
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再 由 定理 1， 
llell,;<Ch*~*Jull,, 
FE BARGE ATER 
特别 是 ， 注 意 到 s =r -2，gq=r 的 情形 ， 此 时 定理 2 的 结 
RA 
Ju, — ua -29)<Ch?’"- "lulls. 
HES, “r>, HFer-a>r, wee ita ARK 
比 通常 Ls 模 误 差 估 计 OCh') 中 的 要 高 。 
请 注意 ， 定 理 2 的 误差 估计 也 可 表示 为 
WP, — Dulla- :cm<Che + Nullas 
对 于 0<s<r- 2, 1<q<r, 
其 中 已 :万 1(Q) 一 9, 是 由 下 式 定义 的 棋 圆 投影 算 子 ， 
ACPiu,X)= Alu, X), XES. 
HEK, SAAN Air ORAF TiLa (Q)>S, W 
为 


ACT f XO = Cf), XES a 

并 且 有 

(Tar T)f\\n- senm SCR Ft UF, H Foss, qar-2 
问 时 ， 第 二 章 和 第 三 章 里 用 过 的 性 质 (i ) 和 (i)， 现在 仍然 成 
立 ， 也 就 是 

G) T0200) LBB ee, PEZA, HES, LIER, 

Gi) \(Ta-T)f|<Ch'|fil.-2. 对 于 2<s<r; 

feH'-*(0). 
作为 负 模 误差 估计 的 一 个 非常 简单 的 应 用 ， 假 定 我 们 感 

兴趣 于 估计 积分 


Fad= upd, 
Q 
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sifia= TRB BNR, VEH T 中 的 一 个 给 定 
的 函数 。 那 么 ， 如 果 考 虑 显然 的 近似 
Fu, = (sspax, 


则 有 误差 估计 
Fui) F| = [Cua ~ u, YI] < Clu, ~ alle -Doll -» 
<Ch?"~* {lull Pilea 
XETRA? We. 
我 们 再 来 考虑 一 个 超收 敛 的 例子 ， 这 个 例子 是 针对 两 点 
边 值 问题 Cd = 1) 


Au= -a +aou=f， 于 (0,1) 内 ， 


u(0) =4(1)=0, 
对 于 分 划 0 = xg <p <<a al, Mir Xi Sh, 定义 相应 
WAREZ, 
Sa= {XEc(CO, 1I); Xle ys ry pE OSE OF, 


Hip, ERKAT -1HSHR 集合 。 显 然 ， 这 族 
空间 满足 通常 的 带 近 假设 。 
设 g=gs 表示 两 点 边 值 问题 的 在 分 点 * 处 具有 奇 性 的 
Green 项 数 ， 于 是 
W(k)=AW,g9), SEBWEH.((O, D). 
特别 是 ， 对 离散 解 4 的 误差 e =4, u, WA 
el(xX)=A(e,g)= Ale,g- Xx), YXES,, 
we 
le | <Chell inf lg -xh 


ERS), Bo: 不 是 光滑 函数 ， 但 是 仍然 可 以 用 S, 中 的 范 
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数 做 较 好 的 逼近 ， 因 为 ， 它 除 # 点 以 外 是 光滑 的 ， 而 导数 在 
处 的 不 连续 性 ， 也 是 与 SA 中 函数 的 性 质 相 适应 的 。 特 别 有 
inf Jg- xli <Ck = digla ow +lolareoj<Cho , 


以 而 ， 有 
le(X%)| <Ch? ?ull;, 
可 见 ， 在 分 划 的 节点 处 出 现 超收 敛 性 ，。 
这 后 一 个 例子 ， 对 本 章 所 讨论 的 4 的 更 一 般 形式 来 说 ， 
及 恰当 的 ; 当 4= - d?/dx? 时 ，g: 在 x 点 外 是 线性 的 ， 所 以 
9xE5 4, 由 此 可 以 推出 ，e(X) = 0， 这 是 一 个 退化 情形 ， 它 
显示 的 并 非 我 们 要 证 的 超收 敛 现 象 。 
对 于 正 整数 s， 我 们 定义 如 下 负 模 
rl, =T Vr”, 
同 以 前 一 样 ,其 中 了 表示 椭圆 问题 的 精确 解 算 子 . 对 于 抛物 问 
题 的 误差 分 析 ， 我 们 用 这 个 负 模 代替 前 面 引 进 的 负 模 是 方便 
的 。 令 
Å (O) = {EH' (2); A p=0, ONE, f<s/2}, 
则 有 如 下 结果 ， 
S181. RIVI- EnF yI VER C 
证 明 。 事 实 上 , 设 4 的 特征 值 和 正 交 特征 函 数 为 {14;}? 和 
iyp;}?( 满 足 Dirichlet 边 界 条 件 )， 则 与 通常 的 Sobolev Hle ll, 
:之 0 等 价 的 一 种 模 是 (参见 第 三 章 引 理 1) 
1/2 


WV laren = (24; .04)*) ? 
并 且 立 即 可 知 


112 


W (LACM) 
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由 于 


(Fy) . "re R ` 
P Tyli co PCAN )} 


= sur PY, eGo Dipen <1 } 


jol 
(ae)? 
j=! 


故 引 理 得 证 。 
由 引 理 1!， 下 式 成 立 
WV ll. <ellY le-tem 

所 以 定理 2 直接 隐 含 如 下 结果 : 

引 理 2。 我 们 有 

MP - DV- <ch t N ee 0<s, a<r—2, 

WV EH **(Q)N AY), 

特别 地 ， 注 意 到 

NP — DVI-» eh’ ?VI . 
则 对 于 了 ;和 了， 有 
dy Ti -Tf Sehr)fl,, 0<s, qr ~- 2, 
fEeH (2), 

为 了 证 明 关 于 抛物 问题 的 类 似 的 负 模 误差 估计 ， 注 意 

T BREN, RUSH “BAR” 
WW lew. = TH VN? 
〈 它 在 Zas(C2) 上 实际 仅 是 羊 模 ) ， 以 及 伴随 的 〈 半 ) AB 
(VW)... = (TW, W). 

如 下 的 引 理 表明 ， 这 个 离散 负 模 除 一 个 很 小 的 误差 外 ， 等 价 
于 相应 的 连续 负 模 。 

引 理 53。 对 于 0 委 s 委 r， 有 
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(1) IIl- SOC Is + 7 Ul} 
(2) Ii- <C{IV |. + At IVI}. 
证 明 。 首 先 用 关于 * 的 归纳 法 来 证 明 (1) 式 。 结 论 对 s=0 
成 立 ” 并 且 对 于 s = 1 也 是 明显 成 立 的 ， 因 为 
Whee. = CTV, V=(TVV)4+CT.-TV iV) 
<| I + CA 17 |, 
KERAMAT Y ,现在 设 1<s<r -~ 1, 并 设 直到 s, (OR 
巴 证 ， 则 有 
IF | tina =|7T Vs 
SITY |e -十 ITa -TW |l- -131 ’ 
由 归纳 法 的 假设 ， 
ITP haceis SCUT l-e- + k ITV NY 
HC {Vecsey tA Vs}. 
应 用 上 面 模 的 谱 表 示 式 ， 容 易 证 明 
-入 CR 下 和 下 -es 
于 是 
上 大 -oa SCUK cea + k EID 
其 次 ， 由 归纳 法 的 假设 和 (六 ， 取 gq = 0 ( 记 住 ;一 1<r 一 2)， 
IT-T I, <C{T -TV 
+h OWT -T)V\}<Ca' lr, 
由 此 (1) 式 得 证 ， | 
通过 7 和 T, 的 位 置 对 调 ， 类 似 地 可 以 证 明 (2) 式 。 引 理 
证 毕 。 
现在 来 研究 我 们 关心 的 抛物 问题 ， 
u,+Au=f, 于 QQxcCo,co) 内 ， 
u=0, ”在 00 x [0,o0) 上 ， 
u(x,0)=V(x)， 于 QQ 内 。 
并 且 建立 相应 的 半 离 散 问题 
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(tar XM) + ACs, KECK), YXES ss 
u,(0)=V ES, 
我 们 来 证 明 如 下 的 结果 ， 
EEI o<s<r-2, HBR CS Wie 
A EAA MA 
那么 ， 对 于 半 离 散 抛物 问题 ， 有 如 下 误 益 估 计 
Jus) uc <Ch A Vs + feds}. 
证 明 。 由 前 面 的 分 析 ， 已 知 e = 4 -4 满足 
Tie, +e=-p, Rhp=(P,-l)u, 
HH, WRT, 关于 半 内 积 (。，*) 是 非 负 的 ， 则 对 于 相应 的 半 
模 | 省 还 有 CELERE) 


leco1<lecoll+ CEON +f Nods}. 


现在 注意 到 
(TW Vn =(Tit'V ,V)>0, 
故 可 以 结论 


el-s <lleCo)]}-s,8 + CO-a + 人 .eds， 


由 引 理 3 和 定理 中 的 假设 ， 有 
leco- sa SCH "IV IL, 


其 次 ， 
bel-s. <C{loll-. +k llel}<ch**'"||V'I,, 
特别 地 ， 
eco... ECA +’ Hr 
并 且 类 似 地 有 l 
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oll-s,s Sch? t fuilla 
这 就 证 明了 


el cher {ly 由 + | alla}, 


从 而 
lecDl-, <c{llecDN s,s +h lle} 


MA 


定理 证 毕 。 

用 通常 方法 选取 的 初始 值 ,例如 及 := Per 和 = PAV, 
是 满足 江面 的 假设 的 。 在 下 边 的 应 用 由， 还 需要 1>>0 对 误差 
的 时 间 导 数 的 负 模 估计 。 为 了 简单 起 见 ， 仅 对 天: = Poy 的 
情形 讨论 。 

EEA, jo, o<s<r-2, WRVi.=P VY, BBA, 
对 于 半 离 散 抛物 问题 的 误差 ， 当 >6>>0 时 ， 有 


Di (ur) - ude xch {SO Dla) |e 
i=0 


+f) ,Dina ds+ fluessds}, 


我 们 不 详细 地 去 证 明 这 个 定理 了 。 仅 指出 这 定理 的 证 明 
要 利用 第 三 章 定理 5 的 证 明 思 想 ， 将 解 乘 以 一 个 截断 函数 ， 
这 样 就 可 以 分 别 地 考虑 一 个 是 解 x 在 (0,#- 6/2) 上 取 0 值 和 另 
一 个 是 解 x 在 (C-s, t) ERO 值 的 问题 。 对 于 其 中 第 一 个 问 
题 ， 通 过 微分 ， 由 定理 3 可 以 得 到 对 误差 的 时 间 导 数 的 一 个 
估计 。 对 于 第 二 个 问题 ， 要 利用 下 述 用 谱 表 示 容 易 建 立 的 事 
实 ， 对 于 齐 次 半 离 散 方程 1 


T tay, tu, =0 
的 解 ， 有 
Diui l-3, SClu- 3/2) |] -ana e 
HAZA RAMA, ELERE 
RABEOROUMH. TE RABK, NERISO A 
D} cu, ~ uN CU wht, t>0, -1<s<r-2, 
现在 我 们 来 证 明 ， 如 果 更 细致 地 选取 初始 值 ， 则 可 以 使 
得 时 间 导 数 的 误差 估计 式 直 到 t= 0 都 一 致 地 成 立 。 为 此 我 们 
来 考虑 su = Diu; 对 于 固定 7>1 所 满足 的 半 离 散 方 程 ， 首 先 
选取 初始 值 六 ;为 
(3) ui? (0) = Pou'i’(0), 
于 是 可 以 对 ww 应 用 定理 93。 引进 离散 椭圆 算 子 4 =T’: 
SiS, 那么 ， 对 于 必 有 
ua, +Ayu,=Pof, t20, 
由 对 时 间 微 分 ， 有 
ul), + Aiu EP, t20, 
对 于 初始 信 ， 由 已 ~“ 了，…，w; 所 满足 的 方程 ， 有 
uo) = 20) = -Au P+ Paf TCO) 
= Alu? = AP f TOPCO) + Py fH IO) 


i-i 
=(- WAV, +L DITA Pf PO 
ied 


用 人 i 轩 上 式 ， 再 利用 微分 方程 ， 可 得 
Visc- DTi C0) -Ti Lu D'HAITI P uto) 


l=0 


+ Au'i’(0))。 


BAT, Po=T FP, HT 4， 故 上 式 又 可 以 写成 
V, =P + TTIPP, - Dui) 
0 


+T) C0) - Pou (0)), 
HAH, FECDSHFUM 


jul 
(4) Vis PV +S DTHIP CP, -Tu o. 
lug 


注意 &2(0) 可 以 由 微分 方程 计算 出 来 。 
在 定理 3 中 ， 及 ,的 另 一 种 可 能 的 选择 是 P,Z， 这 时 代替 
《3) 式 可 以 要 求 关系 式 
(5) us (0) = Pud (0), 
BE RHA MN, BD 
(6) Vy = PV + -DTIP oP, - Du) 


io 


=P,V +5- D THP, -Tu 0), 


lel 


(4) 和 (6) 式 中 所 使 用 的 离散 初始 值 的 结构 形式 ， 在 
Douglas, Dupont 和 Wheeler 的 分 析 C2I 中 ， 被 称 之 为 拟 投 
影 。 

现在 我 们 可 以 证 明 如 下 的 结果 。 

TEMES. Uso, 0<s<r—2, HAMRV, Fe C4) 或 
(6 ) 式 给 出 的 。 那 么 ， 对 于 半 离 散 抛物 问题 的 误差 ， 当 0<i 
<j,t>o, NH, A 


PDiCu Ct) 一 u(t))if-. <Ch’ t {X [D iul) || marc? - 2a try sAm 


+ [Di uld}. 


证 明 。 对 于 i=j, 将 定理 3 用 于 Diwus = 2 和 Diuz, 
并 注意 (3) 和 (5) 式 成 立 ,估计 式 便 立 即 得 到 .现在 设 0<i<j 
并 且 首 先 考 虑 用 (4) 式 选择 初始 值 的 情形 。 wey, FW Su, 
=H,+h,, Erba 和 名 分别 地 满足 
ty, tA. = Pf t>0, 


u= PV +I DTIP Pi Duo) » 


laa 


Uni +A, =0, 
工 一 上 


(7) #00) = 37-1) TEP Pi -Tu 0), 


lai 


Hu LE, MA (0o) =P,u C0)。 从 而 ， 由 刚 Pl 证 
IRM HEA 有 
《8)》 Ja) -uN < CAT Diu 


+ [Dit tall ds). 


进一步 ， 由 了 纪 理 3 和 按 模 人 1 ,， Mi BREER, 
WPL. <CUBP DON e AEP ON 
<K<C{FP OL FAME? OND 
=C{ AFCO. FA AEO 
ME, WI<I<j-1, 7 7 
ATIP (Pi - Duo =T P (P, - Du"), 
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并 可 结论 GER, WFs>o, PV |... HIV Il.) 
lz << CDS KPa ~ DP OO |. ces acren aye 
=i 


th OP, = Dao -ac }. 
较为， 由 引 理 2 和 引 理 3 有 
Ps ~ DV |l-cssan SCA Wise Bs + <r 2h, 
和 
ICPa = DVlossass SP ~ DV aye 
<Ch' + Vs stgr- 2 时 ， 
或 者 
Pa ~ IV oss SCAT WV farcia 
出 此 推出 


j=1 
C9) EPO- SCR + DT Na C Olaran 


tag 


C8) F(9) SR REET 4K (4) RRR 定理 的 结 
论 。 当 广 , 接 (6) 式 给 出 时 ，(7) 与 (9) 式 中 的 求 和 要 扩展 到 j， 
定理 的 结论 亦 得 证 。 

其 次 是 直到 # = 0 都 一 致 成 立 的 且 ! 估计 ， 这 个 结果 可 以 
通过 一 个 道 估计 来 导出 ， 或 者 ， 当 术 , 选 得 满足 (5) 式 时 ， 可 
以 利用 通常 的 能 量 法 来 推导 ,我 们 简单 考察 一 下 后 一 种 情况 。 

定理 6。 设 />>0， 并 且 假 设 广 由 (6) 式 给 出 。 那 么 ， 当 
0<i 和 )， 坊 0 时 ， 半 离散 抛物 问题 的 误差 满足 
(Dicu (t) ~ u(t) |], <CA {Di act). 

t 8 1/2 
+ B Dio Noose + (IDE ul- ds) }. 


证 明 。 首 先 考 虑 i = 7 的 情形 ， 并 且 令 


u, —u= (u, —-Piu)+(Piu-u)=0+P, 
WA 
(A,X) + AGP, xX) = - (PH), t20, ¥XESi, 
FA(5) st, HOP CO) =0, & x=00, FAH 的 能量 法 可 
以 证 明 
t 1/2 t 1/2 


lenol <c (loinlas ) <Ch'-! (ID: tul- ds) . 


o 0 


由 于 
lo POl <ch" Diu, 
由 此 可 以 结论 
eS?) uP COI], SCR {IDin la 


t 


+ (forsale sas) } 


这 就 是 := j 时 定理 的 结果 。 对 于 0 <i<j/ 情形 ,可 以 令 9= (ua 
一 Pju)+us=0+4u;， 其 中 


(Uist X) + Alus, X) =0, t>0, YES s 


ua(0)= J) CC-1)'TIHP, -Iu "(0). 
laiti 
HF o) =Piu 0)， 象 上 面 一 样 ， 对 于 Wi 一 4 
= 0+ P， 我 们 得 到 
uo? ~ wD cch (Diu), 


t 


+ iDit uldo, 


o 


UR Fur, 有 


jey <2) lh <Cllzy CO [Ia <ClAs a 0 Yih 


<C E ITEP, -Iw h. 


由 于 
Ti wh<ClyTi iw = CT w, Tii wY? 
= Cijwlli -zerina < 
故 可 推出 
EPOCE MP- Du ?ON -srs 


lej +1 


; 
Ch'-! Z Na ?CON PATERE TETIERE 


这 就 证 明了 定理 。 
把 上 面 的 估计 用 于 一 维 问题 的 C° 元 情形 ， 可 以 得 到 超 
收敛 结果 
考虑 问题 
(10) u,+Au=f, FCO,1)xXC0,0) Aly 
u=0, 7Ex=0, 1 处 ， 
u(x,0)=V¢x), FO,DA, 


其 中 如 = - (a, tan, BORRAT 


S,={xEC (Clo, 13); Xle, 5; yp EIl- 1:X(0)= x(1)= 0}, 


近似 解 ， 这 里 对 C0, 1 的 划分 如 前 所 述 ， 则 有 如 下 结果 。 
定理 7。 设 x 是 一 个 剖 分 节点 。 则 对 于 任意 7 之 0, (10) 的 
半 离 散 近似 解 的 误差 c= uy -4 满 足 
le, DIKE- E Dieli +K D1 ell+ [Dt elz}. 


id 


由 前 面 的 误差 估计 立即 可 知 ， 这 个 估计 式 表示 ， 在 适当 
的 正则 性 假设 下 ， 对 任意 t>>0， 有 
Jua (D — u(x, DI <C uh?" 2。 
定理 7 的 证 明 。 和 以 前 一 样 ， 设 9= g: 是 4 的 满足 零 边 值 
条 件 和 在 点 z 处 奇异 的 Green 函数 ， 于 是 对 于 任 S VEHO, 
1), 
V(X)= A(V, g), 
+ 
Llu, V) =u, VV)+ Alu, V). 
利用 精确 解 算 子 了 的 定义 ， 有 
e(%,t)= Ate, g) =L(e,g)—(e1,9) = Le, g) - Ale., Tg) 
=Le,g)-Le.,Tg) + (e,:,T9) 
= Do ¢-viL(Die, Tig) +(-1)"*! (Ditte, T"g). 


由 上 面 的 定义 可 知 ， 

Lee, 0) = (ei, X) + Ale, X) = (Cay: X) + Alur, X)} 

—{,, 20+ Alu, y=,- Fx )=0, 
由 此 可 结论 ， 对 于 x ES 
e(X,t)= > ,(- i L(Die,Tig- x, ) 
+(-1)"''CD"*t'e,T"g), 

和 对 于 适当 选取 的 Yi 

ILDie,T'g -x| i {Dit elll7 g- xl 


+ (Diel lT g- xl, JCA Di el +h Diel}, 
此 处 ， 在 最 后 一 步 我 们 用 到 了 Tg 在 x 点 以 外 的 地 方 是 连续 
和 光滑 的 事实 。 最 后 有 
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ICDirie, T"g)| =| (T*D3* te, 9)| <CIT* Die] 
= CD tell ony 
定理 得 证 。 
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BEE 对 于 齐 次 方程 的 全 离散 格式 


现在 考虑 关于 齐 次 方程 
u,=Au, FOXO, c)s | 
的 单 步 全 离散 方法 ， 初 边 值 条 件 为 
u=0, ”在 9Q x [0,o0) 上 ,| 
u(x,0)=V(x), FAA, 
其 中 OQ 是 R* 中 具有 光滑 边界 9Q 的 有 界 域 。 
象 在 第 二 章 和 第 三 章 里 那样 ， 假 设 给 定 了 Ls = 工 :(Q)》 
的 一 个 子 空间 族 S;, 和 一 个 逼近 T= (- A)-: 的 相应 算 子 族 
TiiLe>S,, HABER 
@ ;是 自 共 轿 的 ， 在 LA。 上 是 半 正 定 的 ， 并 在 S$; 上 为 正 


定 ， 
i) I(T. - Tf <CAtt If ， 对 于 0<s<r- 2， 
JEH"), 
VIZ AH ASHE SAL, Ru: Co, co) 一 93。， 使 得 
Ur, =Agtlas t>0, 
u,CO)=V,, 


这 里 ， 在 S, 上 入 ,= ~- 了;!。 由 于 这 个 问题 的 解 算 子 (1) 为 
吕 数 函数 sxp(tA)， 所 以 很 自然 地 利用 递 推 关 系 
(1) U asi =r(kA)U a, n=0, 1, ov, 


U,=V ,ES,, 


来 定义 在 Se 中 的 4, = nk RAO ASHI L,, PRE 
K rOMERCR Be! WA IE, Em, 
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我 们 将 假设 此 让 近 的 阶 是 p 宇 1， 或 者 说 
r(A) =e4 +O(AP*!), 244-0. 

此 外 ， 还 将 假设 r( 旭 在 负 实 轴 上 满足 一 定 的 有 界 性 条 件 ， 特 
Bh, rR EA WEBER LEAR A, Mi, BU. 
通过 (了 ) 式 可 以 唯一 的 确定 3 ;中 的 一 个 元 素 U ,+1。 

解释 关系 式 (1) 的 一 个 方法 是 利用 谱 表 达 式 。 为 此 ， 设 
(A, F RS, 上 的 正定 算 子 A; 的 特征 值 ，{ D1} ES 是 
FAM AIEEE. WHER CS, A 

VD) 


jml 


HAA 


Ah 
U, =r(kA, Vas yr kA)" Va, P,P; » 
j =i 
证 我 们 注意 ， 如 果 
max |r(~&4;)| <1, 


BA, NCO EL, 中 是 稳定 的 并 由 Paraseval 等 式 立 即 得 


a CANE =F. 


jal 


下 边 采 用 的 所 有 格式 都 将 满足 这 个 条 件 。 

由 于 习惯 上 宁愿 考虑 给 定 的 是 ,， 而 不 是 At， 所 以 有 
时 把 rCRA) 表 示 成 荆 ,的 有 理 浮 数 是 方便 的 ,这 相当 于 在 4 的 
有 理 函 数 r( ~ /1) 中 令 k= 了 T 了 ，。 假 设 这 个 函数 具有 如 下 的 形 
式 

re- B/W) = Boh BT Fi)» 
则 递 推 关系 式 (1) 可 改写 成 


TT ,~ vy IU aay =a TaB Un. 


Bik 47. ER, ATRU. MEU. ， 则 只 需 解 一 系列 
KEV 的 方程 

(2) (OT, +W = (yT, + dV, 
HV BBE, BED, WAM Mr ORRERA S, 
8.7.0, TVR hye RRA OF amas, Lf Ae 
认为 是 通过 线性 关系 定义 的 ) 。 

例如 ， 考 虑 标准 Galerkin 方 法 情形 ， 于 是 ?cc 全 CQ)， 
和 7 由 下 式 定义 

(VT sf .VX) = (f. xo, YXESie 

是 时，(2) 可 以 表示 为 

aW, x + BV VX =y, x) + dV , VX) 

XES,. 

WLO } 上 ESAR, AUP PD 和 B= Ce, 


和 万 关于 { OY * 的 系数 向 量 ， 则 上 面 的 方程 也 可 WSR 
EER 
(aA+8B)n=(yA+ 8B). 
特别 地 ， 对 于 
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或 者 

Unni X) ARVU ss VX) = Us, X), XES a, 
这 是 在 第 一 章 中 讨论 的 对 时 间 离 散 化 的 向 后 Euler 方 法。 类 
似 地 ， 对 于 


1 
r(4)= 2 , 
A 


则 得 到 Crank-Nicolson 格 式 
Wasg) +S k (Warr VX = Ua X) ZW .Vx), 


XES 

现在 来 讨论 时 间 离 散 化 的 分 类 。 首 先 ， 我 们 说 逼近 e* 的 
有 理 函 数 r(4) 分 别 为 T, LL URW RAH, wR 

I:，|r(4)1<1， 对 于 某 -c>0，- cc<14<0， 

IE: ijr(4)1<1， 对 于 4 一 0， 

E: ([r(A[<1, WFA<0, H[r(o){<1, 

F: I|r(A)|<1, WFA<0, Hr(co)=0, 

注意 ， 这 些 条 件 是 依次 更 加 严格 的 限制 。 

现在 根据 r(4) 的 这 些 条 件 ， 对 离散 格式 (1) 进行 分 类 ， 
总 假设 关于 7 的 条 件 (i) 和 (让 成 立 。 在 某 些 情形 ， 还 需要 另 
外 增加 对 (1) 中 参数 h Mk 之 闻 关 系 的 限制 。 更 确切 地 说 ， 我 
们 称 离散 格式 (1) 分 别 是 TI 型 或 工 " 型 的 ， 如 果 

IT:r(4) 是 工 类 的， 并且 AL4 matos 0<ay<a, 

L's r(4) 是 工 类 的 ， 并 且 R4 和 ci，0<xi<co， 
其 中 4 为 ~-A, 的 最 大 特征 值 。 说 一 个 格式 是 工 、 亚 或 了 型 
的 ， 仅 指 相 应 的 r(4) 是 属于 工 、 焉 或 了 类 的 ， 而 对 8 和 4 ,的 
关系 不 加 任何 限制 。 
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关于 工 :和 下 /型 格式 ， 请 注意 如 下 事实 ， 著 分 别 地 令 
Ag = ao 和 ci， 则 对 于 0< < 加 有 jlr(- 人 1<1 又 由 于 当 4-0 
时 , r(-4) =exp(-4+004)), BA 

Ire- Ajet FASA, c>0, 
W, HRA; <4,, PA 

lrC~ RA Se tA, j=l n Cc>0, 
“这 个 事实 将 在 下 边 的 证 明 中 反复 用 到 。 

WaT BRERA aslo, AB 
(3) A giz<K gh’, 
些 外 还 要 求 /ps 和 4o/Ko。 例如 ， 对 于 标准 Galerkin 方法 ， 
(37 可 由 逆 不 等 式 
yx 二 Co ixl VxXES, 

得 到 ， SRL, HO. =C, WA 

A; =A, (P;,%,) = - (ABB) = l}v; |]? 

<C AO, |? = Koh-?, 

下 面 列举 一 些 由 I, 1, 开 和 了 类 有 理 函 数 定义 的 格式 的 
例子 。 
Badt 格 式 :分 别 地 由 ex 的 Pade Wir RERA 线 ,对 角 
线 ， 以 及 下 对 角 线 上 的 表 值 所 给 定 的 I, I 入 XAMAR 
的 例子 。 事 实 上， 在 e: 的 Pade 逼 近 表 中 ， 一 般 表 值 是 由 


Tav (A) = are Oe 


给 出 的 ， 其 中 
+?! yp 
mw = OG? 
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Cty - FI! i 


= Aie 
(5) dp,y Salem rp ei! ` 
Fy Padé E EX, 有 
(6) raw (A) = et + O(N +!) 当 4>0 时 ， 


所 以 rwv A Bite WRAP Sty, BR, Ha C4) 和 (5) 
式 也 可 清楚 地 看 到 ， 当 4&=? 时 ，rov (4) ÆR, >i, 
raw (4 和) 是 了 类 ， 当 4<? 了 时， 由 (6)rwv (A) BRI R. 
特别 地 ， 
ro (4)=1+4, 
这 是 = 2 的 I 类 有 理 函 数 ， 它 相应 于 全 离散 的 向 前 Euler 格 式 
U,.; =U, +hkAU,, 
或 者 ， 如 果 人 ,是 由 标准 Galerkin 方 法 所 定义 ， 则 有 
(MX)=(D YX) 一 RCVDIVXN)， VXES,, 
由 道 假 设 可 知 
Ani Soh", 
所 以 ， 当 
R/12<aco/no， a <2 
时 ， 上 上 述 方 程 定义 了 一 个 7 型 格式 。 
其 有 线性 分 母 的 子 对 角 线 和 对 角 线 Padé 台 近 是 


1 1444 
Ti,o (A= ris (4) = 2 ° 


它们 分 别 相应 于 前 边 讨论 的 向 后 Euler 格 式 和 Crank-Nicolson 
格式 ， 它 们 分 别 是 了 型 和 工 型 的 。 
作为 具有 r(co) 立 0 的 下 型 格式 的 一 个 例子 ， 我 们 考虑 由 
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_ A WH3/ 4 V 1(, t 
rA = 1+ oy = (acer) t= zV >), 
定义 的 所 亩 Calahan 格 式 。 实 际 上 ， 因 为 


Were A d3 A y 
r= Mal 1+6] TEE 


TAA RRR A/O + 5A) 的 递减 函数 ， 故 它 在 (0, ce) 上 
是 递减 的 ， 从 而 r(4) 在 (- co,0) 上 是 递增 函数 。 因 此 ， 为 证 
此 格式 属于 焉 类， 只 需 证 明 

r(coo)>-1, 


这 里 ， 对 于 5= 工 (1+ 2)， 我 们 有 


r(co)=1- 二 -二 3 -1 一 


简单 地 计算 表明 
r(A)~e4=OCAt), 当 1-~0 时 ， 

所 以 相应 的 格式 是 3 阶 精度 的 。 这 个 格式 的 一 个 优点 是 分 母 

为 一 个 线性 函数 的 平方 。 这 样 ， 每 一 时 间 步 要 求解 的 是 形 如 

(2) 的 两 个 方程 组 ， 而 这 两 个 方程 组 是 具有 相同 的 和 矩阵 。 
现在 用 一 个 艺 。 模 估计 来 开始 我 们 对 于 时 间 离 散 化 的 误 

差分 析 ， 也 就 是 分 析 全 离散 问题 解 相 对 于 半 离 散 问 题解 的 误 

差 ， 和 针对 急 始 值 仅 限于 ,的 情形 ， 
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定理 1。 设 离散 化 格式 是 属于 类 型 I7, 工 "或 得 ， 并 假设 
ViP V, ， 则 对 半 离 散 问题 的 时 间 离 散 化 的 误差 ， 有 
(U, = ua Ea DCR E II, t =nk>0. 
在 给 出 这 个 定理 的 证 明之 前 ， 我 们 引进 一 些 记号 ， 对 于 
EMEA HW LAER Go), MVEL,(Q), > 


N 


k 
(7) 9 ADV = 37 9(- A) V9; )®;, 


i=l 


t 


FI, BS 
F(A) =r(d)* -ea 
HIV,.=PV, WTUERESR 
(8) Unur) =r(kA,)' PV —exp(nkAy PV 
= (RAP, 
注意 到 由 (7) 式 g(A;) 在 上 ,C02) 上 处 处 有 定义 ,并 且 g(ADV 
=9(A DPV. A, WEBVEL,(Q), 有 
AV =(-Ti) PV, 
并 且 由 Parseval 等 式 ， 可 以 看 出 9 ADF La) HETE 
为 
(9) IgA = maxliyo Anh 


根据 (8) 式 ， 定理 1 是 如 下 引 理 的 一 个 推论 。 
引 理 1。 设 离散 化 格式 是 I， 了 “或 五 型 ， 则 
F.CkADNECEt?, t=nk>0, 
iA, COR, RAIA 
[EC DIECR/) = Cn, AskA Jah Na, 
设 4。 是 一 个 正 数 ， 它 满足 
(10) Ir(-4)|[<e"*4, SF0<A<A,, c>0, 
GikRAA PRA, Fit, WFO<KI<A,, 有 
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[r¢-A)—e74| <CAP*, 


从 而 有 


Fac- j= freA- e) re Arm eta] 
<LCnAP tei ACn (nh) ten Cn? 
由 于 在 1 MI /型 格式 的 情形 ，(10) 式 对 于 AskA, j=l, 
oy Ni, MMU min, RHR I AM “型 格 
式 证 明了 引 理 。 对 于 五 型 格式 , 还 需要 考 虐 4 充分 大 的 情形 。 
比如 说 ， 对 于 4 宇 1。 = 1， 有 
e" ixe <Cn-?, 

进一步 ， 由 于 |r(cco)1<1， 故 有 

Sup|r(- A)| = en", Hire > OE HI, 
于 是 ， 类 似 地 有 

Sup}r(~ 4)" 1l<e <Cr 
所 以 
Supl F.(-4)|<Cn°?, 

引 理 由 此 得 证 。 

把 定理 1 同 前 面 对 于 半 离 散 问题 的 非 光滑 初始 值 误差 佑 
计 《 第 三 章 定理 3) 结合 在 一 起 ， 即 得 

lu, CF) -uC E N, t>o, 

由 此 立即 可 以 推出 ， 

定理 2。 设 离散 化 格式 是 II ， 开 7 或 亚 型 的 ， 并 假设 矿 ， 
= 卫 。o 斑 ， 则 对 于 全 离散 解 的 整体 误差 ， 有 

(U, uct DISCARET +R EP}, ta = ng>0, 

现在 来 讨论 直到 i= 0 一 致 成 立 的 误差 估计 。 这 时 ， 为 了 
得 到 最 佳 阶 估计 ， 必 须 从 初始 值 就 要 求 有 光滑 性 。 为 了 表示 
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这 种 性 质 ， 再 次 引用 第 三 章 引 进 的 函数 空间 已 :(2)， 它 是 
HAO) HOO LRA Alus0, j<s/2 的 函数 4 组 成 
的 。 我 们 对 于 半 离 散 问 题 应 用 能 量 法 证 明了 误差 估计 《第 三 
章 定 理 1) 

(11) fluc) -uC WI, HF VERO). 
为 了 得 到 全 离散 情形 的 类 似 的 估计 ， 我 们 将 结合 (11) 式 和 定 
理 1 证 明 的 技巧 以 及 容易 证 明 的 等 式 


P—1 
(12) VsF TiT-TAX -SNIV +TIC-A)TY, 
j=0 


WV CH??(Q), 
同时 ， 需 要 如 下 的 引 理 ， 
引 理 2。 设 离散 化 格式 是 I' 或 荆 型 ， 则 有 
IF, ADTIN<CRi, sHFO<j<P, n>o, 
证 明 。 我 们 有 


MF, CRADTIH =max| Aji F,(-RA,)| 
= max [E4 'F.(-A)[, 


a ls Ny 


因此 ， 只 需 证 明 
|A FAC, 4=kA,, lsi, Na 
象 引 理 !1 的 证 有 明 那 样 ， 设 14。 是 一 个 正 数 ， 使 得 当 0<4<< 术 时 ， 
1r(-4)1<<1， 那么， 由 格式 是 尹 阶 精度 的 假设 ， 对 于 如 此 
的 4， 有 
Ir€-4) ~e74| <Cli*!, XFFo<j<p, 
和 


Ir¢~A)|<e""4, 0<c<l。 


因此 。 
- 107 = 


FD = Ii Do) Sr (ate 


<Cnhe~*"-PA<C, 
这 完成 对 工 “ 型 格式 的 证 明 。 当 ?< 4 时 , I RER rD, 
欲 证 的 不 等 式 显 然 地 成 立 ， 引 理 得 证 。 
对 于 光滑 初始 值 有 如 下 结果 ， 
定理 3。 设 离散 化 格式 是 1’ 或 工 型 的 ,并且 假设 
V cA 2) (0) 和 如 此 选取 矿 , 使 得 
IKa -VISCII 
则 对 于 全 离散 格式 的 误 益 ， 有 
U. = ut NC{h l, +R I lar} 对 于 ts = nko, 
证 明 。 首 先 注 意 ， 根 据 全 离散 格式 的 稳定 性 ， 不 失 一 般 
性 可 以 假定 ,= PV, Bos, HRT, 
rgAD™ Vi-PVW<V.-Vil+ PV -Vl 
<Ch'\IV I. 
EBEV =P VP, RA 
U, =u) =F, RADY. 


RSA WRAV = DE Hore 
i 


Bhp Mi RADAT -A 满足 零 边 界 值 的 特征 函数 和 特征 
值 ， 则 对 于 每 一 个 s 之 0,， VEA C). H-B, HAO) 
中 模 的 定义 以 及 它 SAO) LW SHE, BA 
到 

(13) WV Vi Mh? NV Ia? Chi IV lars 

(14) WV ls eC lars 
和 

(15) Iila; SCRIVI 对 于 7 = 0 pL 
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对 六 :应 用 等 式 (12)， 和 为 了 简单 令 忆 ,= 瓦 。(kA)， 则 有 
Pet 
: PV = Y FTiT-T AOA PV, 


i=0 
ETICS Va, 
由 引 理 2 和 (14)， 有 
(ETAPI <Ce NA TV , || <CAPW lse Ch WV Uae 。 
再 利用 i) 和 (15) 式 ， 我 们 得 到 对 0<<j<P- 1， 有 
YE Ti -T DAY Cri fT -TOA 
CRIR NA TV (fra Cki h I ;| ir 
<Ch'|IV Il. 
从 耐 有 估计 式 


PV ,<CA +R Ir). 
其 次 ， 由 于 稳定 性 和 (13) 式 ， 显 然 有 
[FV -V i di<2lV-Vi<CplV Ilse, 
于 是 可 以 推出 
JU. = ua EO E E SCRA +4 Vise). 
结合 半 离 散 问 题 的 误差 估计 (11)， 定 理 即 得 证 。 
直到 现在 为 止 ， 我 们 一 直 还 没有 利用 到 了 型 格式 的 性 
质 。 为 了 以 后 的 应 用 ， 在 结束 这 一 章 之 前 ， 我 们 来 证 明 ， 包 
括 丈 型 格式 在 内 的 时 间 离 散 格式 的 一 个 光滑 人 性质 ， 它 可 以 被 
认为 是 定义 解析 半 群 的 光滑 性 质 〈 参 见 第 三 章 引 理 2) 的 一 
个 离散 模 伺 。 
引 理 35。 设 离散 化 格式 属于 工 , 工 “' 或 了 型 ， 则 对 每 一 个 
i220, 
上 AirC&Ai) 趾 之 C17 i， 对 于 ts = nk 之 jk。 
证 明 由 (9) 式 则 有 
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Air (RA, "N= max} Air(— kA)" le 


WET > 
Ire- kA Dle t, RFL, n N a cook Hk, 
于 是 
Aire- kA" Aie AS<CCR) i, 
由 此 证 明了 引 理 的 估计 式 。 
对 于 类 型 了 的 有 理 函 数 ， 我 们 下 边 将 证 明 ， 对 于 充分 小 
We>0, 4 


1 
(16) In(-DI<— Ter A>0, 


假设 这 个 不 等 式 成 立 ， 则 有 


i R -i i 一 n -i 4 
Air As)" I<ho'Sup|d'r(— 4)" | <k Sur ron 


WFO<A<1, BRA 


he 
_<jie-t nig -i 
aac ste 1 Cn-i, 


而 对 于 4 宇 1 和 rn 宇 ij， 则 有 
Ai 7 A yi 1 
ETA ETI (1 +c)" 1 
综合 这 些 不 等 式 ， 引 理 即 得 证 。 
剩 下 的 是 证 明 (16) 式 成 立 。 对 于 充分 小 的 4, 有 
r( -4)=e-4+O(2)=1-4+O(G2)， 当 1-~>0 时 ， 
由 此 可 以 推出 ， 对 于 充分 小 的 c 和 某 一 1。 0， 
(ited) |rc-A| <1, HFSS. 
另 一 方面 ， 由 于 r(co) = 0， 所 以 r(4) 的 分 子 次 数 比 分 母 的 次 
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数 要 小 ， 因 此 ， 对 于 充分 小 的 c>>0， 

lim| (1+ ¢4)r¢~ DIt 
于 是 对 于 某 一 人 >0， 有 

(1+c4)ir( -4)1<1， 对 于 4>4 

最 后 ， 由 于 于 对 14>0， IrC-A|<1, PROPIA Live Ree>o 
充分 小 ， 使 得 

(+err A<, H eshs, 时 。 
这 就 证 明了 (16) 式 。 
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第 八 章 ”对 于 非 齐 次 方程 的 


在 这 一 章 里 ， 我 们 将 继续 研究 全 离散 方法 ， 并 且 就 非 齐 
次 热传导 方程 来 讨论 全 离散 格式 。 根 据 第 七 章 的 讨论 ， 这 里 
我 们 只 限于 讨论 初始 得 为 0 的 人 情形， 并且 考 虑 关于 R” 中 具有 
光滑 边界 2 的 有 界 域 人 2 上 的 初 边 值 问题 

(1) u,-~Au=f, FOXx(0,c) Ay 
u=0, ”在 9Qx[0,c0) 上 ， 
u(*,0) =0, FOR, 

REPTERI, RMRRAE TARR 维 空 间 族 
{5 4} 和 一 相应 的 满足 性 质 ( 了 和 (让 的 算 子 族 Toh HEE 
S, 上 ， 令 Ay = -Tie 为 了 推广 齐 次 方程 的 结 果 ， 我 们 考 
点 如 下 形式 的 格式 

(DU 44, =rCRAL) Un RY qi kA) Pof (ts + Tik), 


n=0,1,.", 
U, =0, ` 
Sti, RENAS K, thank, rM (4: 0)}T 是 在 RA 的 
特征 值 上 为 有 办 的 有 理 函 数 ， 并 且 关 于 & 和 1 是 一 致 有 界 的 ， 
{rt;}? 是 互 不 相隔 的 实数 ， 为 了 简单 起 见 ， 设 它们 在 [0,1) 
我 们 可 以 认为 (2) 是 (了 DD) 的 半 离 散 问 题 
(3) Wirt År = fs =Pof, 120, 
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u,(0) =0, 
对 时 间 的 离散 化 格式 。 作 为 开始 我 们 来 讨论 这 个 离散 化 的 精 
确 度 。 为 此 ， 我 们 考虑 -- 个 简单 的 常 徽 分 方程 式 问 题 
(4) u’—au=f, tp>o, aEéR, 
u(0) = 0。 
相应 的 离散 格式 定义 为 
(5) U...=r(ka DU, +k gifa +7 ih), 


我 们 说 形 如 (2) 的 时 间 离 散 化 格式 是 bp 阶 精确 的 ， 如 果 对 于 
任意 的 a 和 f, 问 题 (4) 的 解 满 足 (5) 具 有 误差 O(R”''), MRO 
村 。 我 们 有 如 下 的 结果 ， 
引 理 1。 形 如 (C2) 的 时 间 离 散 化 格式 是 p 阶 精 确 的 充分 必 

要 条 件 是 

(i) r(A)=e4 +OCA?*'), S4A>ORt, 
FIN FO<I<p, | 

(ii) Erig agre- L4 4+O(AP-'), 


当 4-~0 时 ， 
或 者 等 价 地 ， 


1 


GY Dorigs(A)=[stet-Pds OG"), Yaron, 


证 明 。 我 们 先 来 证 明 条 件 ( 让 入 )，(ii) 的 必要 性 。 对 
于 (4) 的 精确 解 ， 有 


ul tsi) setut) the“ Fly +sk)ds, 


取 f =0， 对 于 一 个 p 阶 精确 的 格式 ， 则 有 
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ug) =e tut) =r(ak adi, ) + OCR? ), 4k>on, 
或 者 ， 对 于 每 一 个 a， 
r(ak) =e"' +0(R?*!), Mh->0 时 , 
3X AERA T HEC), 
条 件 (ii 和 (5) 的 必要 性 ， 可 由 下 式 推出 ， 


1 


fe “ta ECE, +sh)ds= Sa; (ak) f(t, trik) +OP), 


当 h->0 时 。 
将 f 在 t, 附 近 展 成 Taylor 级 数 ， 由 于 f'"(t,)，1=0,…, p， 是 
任意 的 ， 可 知 


fo eft Ody Dr! 'gi(ak)+O(k?-'), Hk—>okt, 


0 


于 是 证 明了 条 件 (ii)’，。 简单 的 计算 表明 


1 os x A 
[ste dsr D Gr 


} ma dt” 


H WG) ARH)’ LEN, 

把 上 面 的 论证 反 转 一 下 即 可 证 明 条 件 的 充分 人 性。 

从 计算 角度 置 ， 有 理 函 数 g;(4) 的 分 母 选 成 为 r(4) 的 分 
母 是 合适 的 。 假 如 这 样 的 话 ， 则 有 


1. n”) 
_1、_ ni(A) L. 
gi( = dt 9 1=1, M, 


Ehn, n 9 为 多 项 式 。 那 么 ， 格 式 (2) 可 以 写成 简单 的 形 
式 
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d(kUT JU 4, n k UT, OU, + 
Sn (RUT OS eG, +7), 


“达到 这 个 目的 的 一 个 方法 是 ， 除 了 满足 引 理 1 的 条 件 以 外 ， 
首先 选取 r(4)， 使 得 条 件 ( 让 成 立 ， 然 后 在 C0, 1 ] 上 选取 互 异 
HRR Ji m=p, 最 后 解 关于 {4 Wk 的 方程 组 
l Ai 
(5 ae CREDE Imera) - 71 FeO Pp-1, 


i=l j=0 


由 于 (6) 式 左边 的 系数 矩阵 是 Vandermonde 型 的 矩阵 ， 所 以 是 
非 奇 异 的 。 由 (6) 所 求 得 的 有 理 函 数 9,(4) 是 (6) 的 右 端 项 的 
线性 组 合 .特别 地 ,(6) 的 右 端 项 仅 有 的 奇异 点 是 "~(4) 的 那些 
am, Atta.) 的 奇异 点 也 是 ”(4) 的 奇 异 点 ， 这 样 ， 
2:(4) 与 7(4) 具 有 相同 的 分 母 。 如 果 r(4) 对 于 充分 大 的 4 是 有 
界 的 ， 则 (6) 的 右 端 当 4 足 够 大 时 充分 小 ， 从 而 a 的 分 子 
的 次 数 要 比分 母 的 次 数 低 。 注 意 ， 条 件 (i) 和 方程 组 (6) 一 起 
隐 含 着 (ii 成立， 对 于 0 科 I 生 -~- 1， 这 个 事实 是 明显 的 ; 对 于 
1= pp， 条 件 ( 站 ) 归 之 于 

(7)D rig y= gh > +00) = 00D, 当 1 >0 时 。 


j—-P+t 


因为 ， 由 条 件 (i)， 方 程 组 (6) 的 每 个 右 端 项 对 充分 小 的 1 有 
Ro WURR, AORE 

对 于 某 些 格式 ， 求 积 节点 的 数目 mm 是 可 以 比 p 小 的 。 
Crank-Nicolson 格式 


d = Ska, U4. = [+ ZAU, HEFCE, + =), 


就 是 一 例 。 对 于 这 个 格式 ， 
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+ Ld 
1 its 
p=2, m= i, T= 2， r(A) = „gı (4) = =a 
1— 4 A 

2 2 


WKAROMG M4 AMAT 
1 
1+— 


A 
2 =¢440(A5), 
i= Lå 
2 


i 
+(e4-1)+0¢A?), 
1- 54 -7 


1 = fer 1- 44 0), 


1 iee -1-4-54 +00), 


对 充分 小 的 4。 
在 这 一 章 的 后 一 部 分 ， 我 们 将 讨论 离散 化 格式 的 选择 问 


i. 
现在 我 们 打算 对 于 非 齐 次 热传导 方程 的 全 离散 方法 ( 2 ) 
的 误差 进行 分 析 ， 这 个 方法 可 写成 为 
(8) Ung EU, +hO, sf bts), 1=0,1,"", 
U,=0 


此 处 我 们 已 经 设 
E, V =r DV, 
以 及 
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Qin ft = Za (RAW) S(t + 05k), 


其 中 f ;=Pf。 有 时 我 们 要 假设 ,在 中 是 稳定 的 ， 这 里 
是 指 1r()| 志 1 在 kA; 的 谱 上 成 立 ， 我 们 前 边 定 义 的 1 
IE 型 格式 的 所 有 算 子 Fi. 或 者 说 相应 齐 次 方程 的 离散 化 格 
式 ) 都 满足 这 个 条 件 。 

我 们 首先 要 证 明 ， 如 果 格 式 (2) 是 p 阶 精确 的 ， 和 初始 
值 满足 一 定 的 假设 条 件 ， 则 半 离 散 问题 (3) 的 时 间 离 散 化 误 
ROCA +k"), RSE BARN 误 差 估计 结合 
来 ， 就 可 以 推出 关于 格式 (2) 的 具有 同样 阶 的 全 离散 误差 估 
计 。 我 们 将 再 次 借用 在 第 三 章 里 引进 的 函数 空间 已 (CQ)， 
已 经 知道 ， 对 于 满足 适当 边界 条 件 的 函数 , Ys>on, A Q) 
WRENTA (Qe... PAAR, ell. 中 的 s 
可 能 出 瑰 负 值 ， 那 时 解释 成 相对 于 空间 六 :CQ) 的 模 ( 参见 第 

六 章 引 理 1 )。 我 们 以 后 将 经 常 使 用 记号 f'”， 它 表示 
af /at!, 

定理 1。 假 设 时 间 离 散 化 格式 (2) Roh 精确 的 ， 并 且 
,属于 类 型 了 ' 或 I。 设 U ,和 ws 分 别 是 (2) 和 (3) 的 解 ， 如 
果 对 于 1<p， >0、， 有 fIDEH"™" ?21(Q)， 则 对 于 
=nk>0, & 


Pet 
COU. ~ ute IC's, di Supl“ KOEST 


+ CHEE ESO ONar-a: f HP"lds。 
证 明 . MORETA 
Uk DEN Qu), 
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再 引进 半 离 散 齐 次 方程 


Ur, 二 人 ii T0, 


u,(0) =V,, 
NATE. = exp(1A;)， 对 于 (3) 的 解 ， 有 表示 式 


ua lta =f E(t,—s)fi(s)ds= Df E,@.-s)f,(s)ds 


770% 
0 ty 


t 


=E f Ettjsi~— ss)f ls)ds 


t. 
了 


SRY Et Leaf )， 
j=0 
此 中 
T1190!) = {Bic hg + sh)ds, 


四 这 个 记号 ， 误差 e， =U, -ult 7 可 以 表示 为 


e, SRY CEST Qi a fat) Earann Tea fi} 


pmo 


=la, t@a,a9 


其 中 
nol 
(10) Casi shy (EiT ~ Et tT fit), 
7=0 
和 


a-l 
(11) en, =RD EIT I Qram Land ft). 
j =0 


由 第 七 章 定 A, HFI MERR WR 
VEA ,27 (0), 则 有 


-119~ 


EPV -Et PV ISC WI. +k Ver). 
再 注意 到 1 SEE G OBTA, WR 


1 i 
TA ,CI 人 Ed = s)k)g(i + sk dds lloct sllds . 


那么 ， 对 于 误差 中 的 第 一 项 ， 有 
lle. ASAD ER Bites DAC 


amidl 


5 Ness: “i Ets) Poft) +shk)lds 
sca forira, + sk); + pr)f ts + sh)ilgz dds 


-co fll. sarf Ifllards}, 


这 是 以 (9) 式 的 右 端 为 界 的 。 | 
为 了 估计 误差 中 的 第 二 项 ， 我 们 令 


l. afa) -|E -oma +sk)ds 


Pet 


= Ejeet + Ra fit), 


和 
Qaf lty = Aft +rik) 
Pay k! 
= EIE riaa, DEPO D+ Res ft)), 
1 一 0 
其 中 
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Rei falt; ) 


1 


tjtsk -i 
=fE.c1-s cf its OT" pee ydr)ds 
G t; 


(2-1); 
和 
及 ez filt;) 
byte ye G rh) 
= (kA i is” Pes)ds, 
Daath h | (p-D] f¥(s)ds 
我 们 立即 有 


es" 
IRo, Fat ON + ll Rey af a(t; lsc] IFE las 


Li+1 
scarf lf lds 。 
t; 


这 样 ， 我 们 推出 
UDDA = ETE ADIPE + Ref ty) 
其 中 
bi( 4)= Eria- Jere 
-1 ? 


并 且 ， 


了 41 
a3) IRef ct NSCe™:| reles。 


为 了 处 理 包含 561(kA,) 的 项 ， 需 要 如 下 的 结果 ， 
引 理 2。 设 2(4) 关 于 了 ,特征 值 为 有 界 ， 并 且 关 于 4 和 /是 
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一 致 的 ， 又 对 于 ! 生 2 有 
b(4)=OC?~!)， 当 4->0 时 。 
WW ARV CAEP AICO), A 
JE ORA DPV NECK IV]; + Ch? VY Hsp-sre 
假设 这 个 引 理 已 被 证 明 ， 由 引 理 !， 对 于 (12) 式 中 的 
i, FRNA 
Jk tb CRAP of VE MCh NS E lees: 
+ CRF Vt) -sio 
因此 ， 由 (12) 和 (13) 式 ， 


TP-1 
NCQen— Dad; WSCA SWAP Nims 
imo 


P-1 Be 


+H YP °C ara CAEL WFP lids, 

imo . i _. 

于 是 S 
n=l Ea ` 

lena (SCRI OG | a 


<Ch't. T Sup IPO- 
Pet us 
+ Ch?{t, 》， Sup WFC s dler-ss +f Nf ilds}. 
至 此 ， 除 引 理 2 以外， 定理 得 证 。 
引 理 2 的 证 明 ，。 设 {9;}? 和 {和}? 是 ~A 的 特征 省 数 和 特 
征 值 ， 并 且 令 


Vi= 2 piP’ 
bay<) 
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于 是 〈 参见 第 七 章 定理 3 的 证 明 ) 有 
AA "IV | ap- sis 
Vs llsr-2 CI- 
和 

Wills ,SCk IV -an MFosasp-l-1, 
出 第 七 章 的 等 式 (12)， 我 们 有 


Pele] 


V, = 2 TUT -TX AHV, + THC ADV a, 


MAB, ,=h'b(RA,) Pi L.(Q)—>S, Ao, ; HRA, 的 谱 ， 
虽 对 于 0 三 gq 三 p-1， 有 
|B: TIISE EGAn C A) tPF |] 


<k? * Sup] AP ryser, 


aed, 


由 此 ， 特 别 地 ， 

[Bs aTi APV CrP Aro TV SCRIE sp -1 
MxtFo<q<p-l-i, 

JB TUT -人 Ac 二 CR WT TAY al 
SCHR YAH es < Ch RO WW ,+ 
<Ch'|\V eare 

最 后 有 

BV -V OSCR IK =V lack |W ,ps 
综合 这 些 佑 计 式 ， 证 明了 引 理 2。 

我 们 注意 到 ， 在 上 面 的 分 析 中 ， 为 了 得 最 佳 收敛 阶 ， 要 
Royton flO BT 应 2?-21(0)， 特 别 地 ， 这 意味 着 对 } 
除了 光滑 性 的 要 求 之 外 ， 还 要 求 对 于 too, f 和 它 的 时 fg 
数 在 9Q 上 满足 一 定 的 边界 条 件 。 这 不 是 令 人 满意 的 。 因 为 ， 
除去 1= 0 之 外 ， 对 于 保证 (1) 的 精确 解 的 存在 性 和 光滑 OE 
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说 ， 如 此 之 边界 条 件 并 不 是 必要 的 。 我 们 试图 减少 这 些 假 设 
Se, WHER, mI’, OV NRANWB TE, 
=r(kA ) 具 有 更 强 的 光滑 性 质 ( 参见 第 七 章 引 理 3 )， 则 上 
面 的 正则 性 要 求 ， 除 了 在 那里 寻求 误差 估计 的 上 点 前 边 小 区 
间 以 外 ， 可 以 被 大 大 的 减弱 ， 
定理 2。 假 设 时 间 离 散 化 格式 O) 是 p 阶 精确 的 ， 并 且 

x 1 二 7(kA,) 属 于 类 型 1T ，IH' 或。 设 00 ,和 分 别 是 (2) 
和 (3?) 的 解 ， 和 0 二 6<t1*， 那 么 ， 存 在 常数 c， 合 得当 d<t, 
=nk<P RMF t ~ 6<t<t, 与 1<p, f'n)ER nT 
(QOH, WA 

CATs uate NECE QD Buo, MEO- 


<iis 


P-1 
+CE {TAF PCO Sup EPY- 


+f Pida. 

证 明 。 为 了 估计 e, =U, - ure), RMR ECR), 
使 得 当 ! 宇 ~6/2 时 ，g(t) =1, 而 当 t 三 ~6 时 ，9(1)=0， 对 
于 我 们 要 估计 误差 的 点 {,， 令 
f= fAOPGtt AFO- g-t DDES + fst), 
于 是 ， 对 于 tf<t, -6，f1(1) = 0， 而 当 t 关 和- 0/2 i, fat) 
=0。 则 (2) 和 (C3) 的 解 可 出 相应 于 方 和 -的 解 通过 线性 迭 加 
得 到 。 由 定理 1， 误 差 中 来 自 /的 那 部 分 可 由 (9) 式 的 右 端 控 
制 ， 其 中 的 /( 人 ) 用 f(1) p(t 一 t,) 代替 ， 可 见 这 部 分 误差 是 以 
《14) 式 的 右 端 为 界 的 。 

为 了 估计 来 自 f 的 那 部 分 误差 ， 只 须 证 明 ， 若 U. Mus, 
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DIESE St, ~ 6/2 上 取 0 信 时 (2) 和 (3) 的 解 ， 则 有 
[Ut KCK BN co + | lf Ids), 


对 于 6<t. t 
为 此 ， 象 在 定理 1 的 证 明 中 那样 ， 考 虑 表达 式 

U,- uta) =e. =€., Hena: 
Fithe.,. 和 e,,s 分 别 由 (10) 和 (11) 定 义 。 由 第 七 章 的 定理 1 
知道 

[Eta PoV - Est DPV NSEC nh 

由 于 对 e,,: WRAZ, (n-1-f )k>cô>o, e FA 
上 面 对 e.,; a 


Hews: I< eh + slds<Chr| Wilds, 


7 =o A 


现在 来 考 虚 e,,。， 用 上 面 的 记号 ， 有 
lens PAQUET CQ ~ Ti df) 


mel Pel 


<C} YOR MEI b (kA DSA EDN 


i=o l-0 


a-} 
+Chk2, IRAN 


同样 地 对 于 (n- 1- Pkecd>0, 利用 第 七 章 的 引 理 3， 则 对 
TEŽ A 

lE IV j= JER P OAT IV <C- TaN. 
HF, HRANA, 6,(4) =O"), BER 
R'E ib (kA W A< CR' ITET b kA, WSC IG 
十 是 ， 青 利用 上 面 对 Rpf (i; ) 的 估计 (13)， 由 于 t,t1*?， 则 
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lene CAS EEPE I+ Ck | elas 
7-0 i~0 o 
<Ck"( 7 Sup IAP | UF lds) 


<Ok{ SFC) || + | If Ids}, 


定理 得 证 。 

现在 ， 我 们 想 通 过 对 误差 的 更 细致 的 分 析 ， 以 及 对 时 间 
离散 化 格式 (2) 提 出 附加 条 件 ， 来 进一步 减少 >0 时 "0 在 
边界 上 性 质 的 假设 , 

首先 稍微 改变 一 下 精确 度 条 件 的 叙述 。 令 


i 


ty Ai 
DTREO- DGO- Lara, 1 = 0， 1 


1-0 
和 
P 


Ai 
recA ya price 4)- 2 万-)。 


ime 


利用 这 个 记号 ， 由 引 理 1 容易 得 到 , .格式 (2) 是 P 阶 精确 的 充 
分 必要 条 件 是 

r (A) =OCA?"!), 244 oft, L=0, ‘ty Pe 
我 们 说 时 间 离 散 化 格式 (2) 是 严格 的 p。 阶 精确 的 ，p。 志 2， 
如 果 . 

ri(4)=0， 对 于 {=0，*……，po-1 

TRI AS att PTS 殊 格 式 中 所 用 到 的 条 件 (6)， 用 这 里 的 说 
法 表示 ， 凤 这些 格式 是 严格 p 阶 精确 的 。 

在 下 一 个 结果 中 ， 我 们 将 对 p 阶 严格 精确 的 格式 ， 给 上 

个 误差 估计， 此 时 对 于 (OR aM RAW DA. 现 
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在 ， 在 误差 估计 的 表达 式 中 我 们 宁可 用 解 而 不 用 初始 值 。 局 
时 注意 ， 根 据 解 x 在 6Q 上 的 边界 条 件 ， 假 设 4 和 它 关 于 时 间 
的 导数 在 62 上 取 值 为 0 是 适当 的 ， 所 以 ， 这 些 函数 可 以 取 作 
是 属于 日 '(Q) 的 ， 其 中 s= 1 和 2， 但 是 s 不 能 大 于 2. 在 分 析 
中 ， 我 们 是 把 全 离散 格式 的 解 和 精确 解 的 椭圆 投影 作 比 较 ， 
死 不 是 和 半 离 散 解 心 作 比 较 。 

定理 3。 假 设 格式 (2) 是 上 p 阶 精确 和 严格 p 阶 精确 的 ,着 
HE ,=r(kA;) 在 Ls 中 是 稳定 的 ， 设 0 .和 uu 分别 是 (2) 和 (1) 
的 解 ， 那 么 ， 在 适当 的 正则 性 假设 下 ， X Ft =nk>0, # 

(U, -u SCh’t, Sup lu: CG), + CR? {t {uO Ils 


+(itte Í lutt o lads}. 


证 明 。 FJA MAREP u= -T Ag, 令 
U,-utt,)=(U,-Pyiudt,)) + (Piu) u(t) = 9, + Pa? 
出 于 x(0) = 0， 象 通常 那样 ， 那 么 有 

llosl<Ch"lluct, ,<Ch't, Sup lu, Cs) ll;, 


HRM PSO. 了。 我 们 注意 Pw = (4) 满足 半 离 散 
方程 
Bi, Aĝa = Pau, ~ AsPiu= Piu, = PoAu 
=Poft+P (Pi-D)us =f) 
和 引进 相应 的 全 离散 格式 
Oras =F, iO, +k(Q: aa), 


~ 


U,=0, 


的 解 0,。 那 么 ，9, 可 以 表示 成 
n =(U,-0,)+(0,-#1:.)) =Z, +W,, 
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这 里 的 Z ,满足 
QZ FE +hQi Poll ~ Pu 
Z,=0, 
HE ;的 稳定 性 和 Qs ;的 有 界 性 ， 我 们 有 


n=l 


|Z. IIA DS IQ; Pod- Pa )u ctl 


?= 0 


<Ct, Sup cP, - Duco) 
<Ch't, Sup lecli 


TAMER RT MEBNY AH. WWE 
(15) Warr = Es Wat 
W,=0, 
其 中 
Pe = ~En) Eriala) + ROE Chad 
= Rana) + r(RA, Bi (ty) 


+h a; (RA, EYP Akaa + 7k). 


jm 


Ro ATARI K Taylor RH 
k! 
:= £ p 24a) +rCRAs E Aa) 


t>o 


+ di CRA, EP OTP ARCE) 


i=l 


n+l 
_ Cris)? e P+1) 
| ae Ta a (s)ds 
t ntk 


~ Pa 
+h a, AJ Cathe gra yds 
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m batat _ 
-Ze -EOT AP ds 


t k! 
= = DTT PADAPA) + Bay + Re,s + Ress 
ing 
这 里 已 经 令 
hy) = 1i~r( A ) +4309,¢4), 


imo 


H(A)=1-1 Tg A) +43i rg (WD, 对 于 1<I<p~ 1, 


tom? iw] 


和 


he(A)=1- py Ti a A). 


i-l 


由 于 已 , = -TARBA OOF L 的 有 界 映 射 ， 所 以 立即 有 


ati 
Rea U+ IR., <ce| Pu lds 


tatl 
<ch'{ Wt fads, 


#A, BFA, =P,A, 故 又 有 


+1 LE: Pi 


t 
IPAn P jds<Ck | Yu’? ads, 
t 


le. Chl 
由 简单 计算 得 (r-:= 0) 
h, CA) =lr,.,(A) ar, (A), 1 = 0， on, p, 
又 由 于 格式 是 p 阶 严格 精确 的 ， 这 样 对 于 1<p， 有 h,(kA,》 
=0, 在 9, 的 Taylor 展 开 式 中 ， 只 弱 下 估计 1=p 的 项 。 我 们 有 
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Rhe (RA HY = — RP rp (RA DAP iu 
= =k" irp (kA,)Padu™, 
由 于 ri (RADA RY 因此 
He ho (RA, FENCE MCR MPE Mae 
Bok, RNA 


bint 


lo [KCR Sup fur} + CE) a MMlads, 
EEE PrE t 


在 (55) 中 利用 己 , ,的 稳定 性 ， 可 得 


t 


IW Ch {ts Sup {urs + | I? lsds, 
s<t, 


号 与 前 面 Z, 和 Pp; 的 估计 结合 起 来 ， 定 理 即 得 证 。 
我 们 注意 ， 若 时 间 离 散 化 格式 有 ORE, (A, X 
地 菜 个 1 之 p，h, 丰 0， 则 截断 误差 9 ,将 带 一 个 如 下 形式 的 附 


加 项 ， 
EERON ) ah ADP Au”, RCA = hilh), 


由 于 对 充分 小 的 加 PA), RRRA 
论 ， 若 #” 属于 适当 的 空间 《0Q2)， 则 
[Fh RAB NCAR A ON, -s+ BAH lea) 


SCRA ul ,ss HR a 0222-251} 
这 一 项 对 总 体 误 莽 的 贡献 仍然 是 O + 有) 阶 ;， 但 是 EF 
在 定理 上 中 那样 ， 仍 然 要 求 令 人 不 满意 的 边界 条 件 。 
可 是 ， 在 下 边 的 结果 里 ， 我 们 将 看 到 ， 若 全 离 敬 插 式 足 
p ”1 阶 严格 精确 的 ， 并 且 满 足 一 附加 条 件 ， 则 在 不 加 任何 
人 为 的 边界 条 件 假 设 的 情况 下 ， 一 个 最 佳 阶 误 差 估计 仍然 成 
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Me 
定理 4。 假 设 格式 QE PRR p-1 阶 严格 精确 
的 y Eia Æ La 中 是 稳定 的 ， 并且 还 AOA) Hh aa 
=r(4))) RFRA, 的 特征 值 是 有 界 的 ， 且 关于 & Mh 是 一 至 
Bs 那么 ， 对 (2) 和 (1) 的 解 避 .和 2 在 适当 的 正则 性 假设 下 ， 
WT, =nk>0, WA 
U n~ uct, Ch", Sup lla. Cs) ls 


+ Ck? {lju POl + tallu ola 


(et, f lut * CsI] ads}, 


0 


证 明 。 由 上 面 的 推导 可 知 ， 附 加 项 对 整体 误差 的 贡献 是 


na 


k? 
S,=} Eir panty hee (kA A Pu EO) 


1=0 


k! nei ` 
=p dy ee EET Arn (RAPAT G), 
i=o 


Herbie. (A) = hp (A/a, OA NE » 
Èr -1 (kA) =O(RA,A) CI ~ Ein), 
Age 
P aad 


. k 
Sa = Cpa iy? ADLER U -= Er )PoAu Wt 六 


= Cpa Tyo PAP Au Gant) 


nat a 
-J Er | Au‘ (sds ~ Ei ,Au?*?(0)}, 
m1 Vad 
我 们 结论 
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t 


IS, (SCR {urls + llu- cool, + +| ilu” |] ed's} 
<CR? {llu'?-P(OD|la tta Sup luola} 


SCR? {uP -os +t PCO +t f lw?" lads}, 
这 个 估计 式 和 定理 3 的 估计 式 合 起 来 ， 即 证 明了 定理 4。 

利用 上 面 定理 2 的 证 明 接 巧 ， 假 如 . 玉 , ， 有 适当 的 光滑 性 
据 ， 很 明显 ， 后 两 个 定理 中 所 贾 求 的 正则 性 假设 ， 对 于 
1<i, - 6，9>0， 还 可 以 进一步 地 减弱 。 我 们 不 去 详细 讨论 
这 方面 的 情况 了 。 

现在 来 讨论 ， 对 于 时 间 离散 化 的 精度 条 件 。 由 引 理 1 及 
其 后 边 的 讨论 我 们 知道 ，(2) 是 乡 阶 精 确 的 充分 必要 条 件 是 


(i) r(A)~e4 =O(AP*!), 24A->olt, 
‘WR 
v l 1 Ai m 
GD)” rA agma- OF) - Loa A) 
feo i.l 
=. (477), 


MASONS, (20,0, p~1, 
对 于 这 种 求 积 节点 数目 m 比 Pp 小 的 情形 ， 我们 给 出 p 阶 格 式 
的 其 他 特性 ， 这 些 特性 可 以 用 来 构造 此 种 格式 。 
引 理 3。 设 m 之 p， 则 时 间 离 散 化 格式 (2) 是 p 阶 精确 的 充 
分 必要 条 件 是 条 件 (i) 连 同 
diye” r (A)=OCAP-)), Aot =o, em 


以 及 ， 对 于 o(r )= I-t) 
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dii) foceretde=o, f=0, °°, pem~1, 


3 


成 立 。 
证 明 。 首 先 注意 条 件 (下 ) 等 价 于 存在 0 0 bn EE 


diy [otr ddr = Poor ), WPT pars 
o imt 


成 立 。 为 了 证 明 条 件 ( 这 ) 的 必要 性 ， 只 需 对 于 p =z 5 l=o, 
P-1in Gi)’, AM, AA COWEN, AGM di” 
有 
ri1(0) = T} + - Er) qı(0)=0,1=0,", pi, 


U, HFb: =: (0)， 有 
| rides T+ i = b: Tis HFI=0, p- 


现在 证 明 条 件 的 充分 性 ， 为 此 只 需 证 明 (1), Gi)" mdi ) 
包含 着 
(16)r (4) = OCA), hokt, WHTl=am, e, p-i, 
由 分 部 积分 和 (i， 有 


4 A} 
Hef ettereldene! y+ ji art) +o ) 


imo 
当 4->0 时 ， 


0 


Altes 


1 


r (A) = | eroridr ~ Pria (A) OCE), 4—0 时 。 


0 ret 


对 于 前 面 的 o(r), 令 oO(r) = Late AF ot) =0, 通过 


fm] 
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展开 如 分 ， 并 利用 (还 ?, 则 对 于 ! = 0,…, pom 1， 我 们 得 到 


Saree = [ett -Prtoceyde + OFF 
=0(47-=-1), 4—0. 

由 于 a = 1, 在 此 式 中 依次 令 1=0,1，*…。p~m~1， 并 利用 
Gy”? , 即 可 完成 (16) 的 证 明 。 
们 可 以 构造 一 个 p 阶 精确 的 和 m 阶 严格 精确 的 格式 ， 首 先 选 
取 r(4) 使 得 (i) 成 立 《 和 具有 要 求 的 稳定 性 质 )， 然 后 选取 互 
异 的 实数 {7;}?Cr0，1J， 使 得 (证 ) 成 立 ， 最 后 由 

m I l 4! 

Lela (DTD DF 1=0, =, m-1, 


i=0 


(EAE BRA. ER, HT BARA, BUT 
方程 组 的 系数 矩阵 是 非 奇 异 的 ， 并 且 9:(4) 和 r(1) 具 有 相同 
的 分 母 。 其 次 再 注意 条 Hp om, EF oS GD RE 
的 {z 的 存在 性 是 必要 的 .对 于 p = 2m, 这 些 点 是 唯一 确 定 
的 ， 是 C0， 二 上 的 m 阶 Gauss 求 积 节 点 。 

例如 ， 设 r(4)? 是 e+ 的 二 阶 对 角 线 Pade 有 逼近 


-= 2 12) seit), 44-0, 


于 是 p=4。 现 在 选取 T),， = 二 这 是 2 阶 Gauss 点 。 此 
6 


村 方程 组 Ga) 化 为 
g:(A) $43 = F(A) = 1), 
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(1-18 )qcay+(L a2 Jar¢ A) ={a(r(A)= 1- a), 


由 此 所 得 格式 为 
1 
(7T- 了 HA + 区 82ADU = (I+ -È kA +F ADU, 


1 Is 1_/3 


(1-48 pay) fet, + (LB), 


6 
这 时 有 
1 
， 1+ 一 14+ 一 12 
ae RE a day 
1 一 一 1 二 一? 
9 12 
_ TEEF, 
~1(1_/8y' 6 
2\2 6 1,, 14; 
1- 34+124 
3 
-1(1+Ls) 6 =0, 
2\2 & 1 i 
1~ A+ 54? 
可 见 此 格式 实际 上 是 3 阶 严格 精确 的 。 由 于 
ja 人) hA _ 1 Die 
oC =D) = 42 (1 可 4+ 1 人 4 ) 


= teh) ¢, ~144 142) =O(1)， 当 4->0 时 ， 
2 12 
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所 以 ， 这 个 函数 对 于 140 为 有 界 ， 因 此 可 以 应 用 定理 4 作 误 
差 估计 。 
对 于 同样 的 函数 "(4)， 我 们 还 可 以 选 三 个 求 积 节 点 


=0, t=, 1351, KM, A 
hehe be 0, 


g:(A) +9,(4) +930 y= 4 (rd) - yz 1 
1 一 一 4 二 一 42 


Ags) 9504) = pr) ~ 1-4) =—2 


Fach) #95) = $50 16 4 )- 1-4 一 去 4?) = 3 12  . 


:由 此 可 得 格式 


I- ThA, + TRAF U.., =¢ [4 kA, + hee ADU , 


1 1 1 
+h{(G + PAE Gad + Rta, + z) 


1 
+ e 一 Tosh fo )}， 


则 这 个 格式 至 少 是 3 阶 严 格 精确 的 。 因 为 ， 由 简单 的 计算 ， 
.有 
r,(A) = Bra) -1- 4- dis - a9- FLD ~9.(4) =0, 
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实际 上 ， 这 个 格式 是 4 阶 严格 精确 的 ， 并 且 可 用 定理 3 估计 误 


pie 


os x mR ‘ 
这 章 的 大 部 分 内 容 选 自 c1])， 也 参考 了 [2)。 


1, P, Brenner, M, Crouzeix and V, Thomée, 
Single step mthods for inhomogeneous linear differential 
equations in Banach space, RAIRO, Anal, Numer, 16, 
5 一 26(1982) 。 

2, M, Crouzeix, Sur l'approximation des equations 
différentielles Opérationelles linéaires par des méthodes de 
Runge-kutta, Thesis, Université Paris W, 1975, 
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BIL ”借助 间断 5ALERKIN 
方法 的 时 间 离 散 化 


在 前 两 章 里 ， 我 们 对 于 热传导 方程 讨论 了 全 离散 格式 。 
全 离散 格式 的 推导 , 首先 是 用 Galerkia 有 限 元 法 对 空间 变量 进 
行 离 散 化 ， 然 后 用 一 离散 方程 组 代替 得 到 的 关于 时 间 的 常 微 
分 方程 组 ， 此 离散 方程 组 关于 时 间 变 量 可 以 视 作为 有 限 差分 
格式 。 在 这 一 章 里 ， 我 们 对 时 间 变 量 也 应 用 Galerkin 方法 进 
行 离散 化 ,这 样 在 方法 的 定义 和 分 析 上 , 对 时 间 变 量 和 空间 变 
量 的 处 理 是 类 似 的 。 这 里 我 们 将 寻求 关于 t 是 次 数 不 超 ta- 
1 的 分 片 多 项 式 形式 的 近似 解 ， 它 在 前 分 的 节点 处 不 一 定 连 
续 。 

象 往常 一 样 ， 设 0 是 R' 中 具有 光滑 边界 的 有 限 域 ， 考 虑 
初 边 值 问题 

(1) u,-Au=f, 于 @QxC0，co) 内 ， 

u=0, 在 0Q2 x[0，oo) 上 上 ， 
ule, OHV, FOV, 
并 且 假 设 给 定 了 一 有 限 维 子 空间 族 {S;} 和 满足 第 三 章 性 质 
中 入) 的 一 算 子 族 {Tih Æ Sb A-T), RE 
题 (1) 的 半 离 散 问 题 可 定义 为 
(2) us ~ Au = f= Poef, XTi, 
u0) =V a. 


为 了 作 这 个 常 微分 方程 组 的 离散 近 OL, RM 用 0= t< 
…<t, 之 …， 作 :得 的 不 一 定 是 均匀 的 剖 分 ， 并 且 令 1，= C4， 
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tasal tarp ta =Ray fk =maxkK,, 然后 寻求 问题 (2) 的 近 


似 解 ， 它 在 每 个 子 区 间 1, 上 是 ! 的 次 数 不 超 过 4 ~ 1 的 多 项 式 ， 
其 系数 在 >* 中 。 或 者 等 价 地 ， 属 于 空间 


F ={X = Xp 4:00,0)>S a5 X11,= Vi Xit’, x; ESi}. 


j=0 


注意 ， 这 些 函数 在 节点 处 允许 是 不 连续 的 ， 但 是 在 那里 取 成 
AAR. MEU =U isE59441， 我 们 分 别 用 U ,和 U 表示 
fet, ALU 的 值 和 U 的 上 极限 值 ， 并 且 记 4; 中 函数 在 1， 上 
的 限制 为 Zi 。 

确定 7. 上 近似 解 的 离散 格式 ， 就 是 在 2”4 导 中 寻求 已， 


G) f V-AU, dst UE XD = Un X; > 


+f Cf, X)ds, Y XEF», 
Tn 


或 者 等 价 地 ， 
| (U, -AUG -t "ds + Ut U8 10 


了 


-| fils)(s—t,)'ds, [=0,",g—1, 
I 


作为 递 推 的 起 点 ， 我 们 也 设立 初始 条 件 

U, = Vs. 
在 7 了 ,和 A* 是 由 标准 Galerkin 方法 定义 和 Sac HiO 的 特殊 
情形 下 ，(3) 式 可 以 写成 


| CU ,,X)+ VU vRNAs + UL-U,, XE) 
Ta 
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-| Cf, X)ds, YXET!,. 
Ta 


我 们 立即 可 以 看 到 ， 一 且 U。 和 和 :给 定 ， 这 个 方程 组 
便 在 1, 上 确定 唯一 的 解 U。 实 际 上 ， 解 在 1, 上 是 由 S ,中 9 个 
元 素 确定 的 ， 或 者 说 ， 若 $, 的 维 数 是 N,， 是 由 9N ,个 标量 
确定 的 ， 并 且 方 程 的 个 数 〈 等 于 Z. HERO WEN 
所 以 ， 为 了 证 明 存 在 性 ， 一 般 地 ， 只 证 明 唯 一 性 就 够 了 ， 或 
者 证 明 相应 的 齐 次 方程 

| (UM Kd Ut XD) =0, YXE LI, 

RU 0, hit. #1. Wik X=U, MFU, U) 
=F gel 故 得 
LAUP- Us +f AU, Uds + Us = 0, 
或 者 

LUPHUNDO, AU, Uds=0. 


由 于 一 A 是 正定 的 ， 可 见 在 1, 内 ( -AiU,U)==0， 从 而 在 1、 
AU =0, 唯一 性 得 证 。 


在 7, 上 , 令 U = Oks i-t) MAA g D a TF 
i=o 

方程 组 

71l q~t 
| (SiO ki (s- #171 AD, asst.) ki Gs 
la j=l 了 一 0 
-1,)'ds+0,8,,5 =U.5 1,6 +| falki '(s—t,)'ds, 

I, 
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l=0, q- 1, 
求 出 方程 组 左边 的 积分 值 之 后 ， 得 到 


gal 


(4) aT - Eyrith AŬ, +0581, 


=U. sef fils)ls— ta )'ds,l=0, 上 


特别 地 ， 对 于 9g= 1 (关于 t 是 分 片 常数 ) ， 便 得 到 确定 
UH =Ü, =U. n HE 
(5) CeADOU Uf, fids, 
SAE Euler 方法 的 一 个 变 体 ， 各 果 用 数值 积分 A A R kafa 


H ) 代 替 积 分 , 则 化 为 通常 形式 的 向 后 Euler 方 法 .对 于 g=2 
划分 县 性 的 ， 我 们 得 到 


U-k ADÜ + U- Lk, A, Ü =U. +f fitsdds, 
La 


-1k AŬ, + CLI- LEA DO, -ezf (s—ta)fiCs)ds, 
2 2 3 Ta 


由 这 个 方程 组 容易 确定 5。，，， 从 而 确定 了 U(t)。 特 别 地 
注意 ， 对 于 齐 次 方程 ， 由 简单 的 计算 得 到 
Uses =Ü +0 =d- kA, + RADOU + BA U. 
=Pe,1 (k,A)U,, 
其 中 ra， (14) 是 e+ 的 (2， DPF HARPEN. 
一 般 地 ， 求 解 方程 组 (4)， 所 得 ;为 关于 kA 的 有 理 敬 


数 作用 于 (4) 的 各 个 右 端 的 一 个 线性 组 合 。 特 别 地 ， 对 于 齐 
次 方程 ， 我 们 有 
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Uni - 30, =r(k, A, Wray, 


7=0 


HERKEN, Rr 的 分 子 与 分 母 的 次 数 分 别 不 
9 一 1 和 gq。 我 们 注意 到 ， 对 于 齐 次 方程 ， nro 到 
的 方法 ,在 节点 上 化 为 第 七 章 里 所 描述 的 格式 。 其 次 ,我 们 还 
注意 到 ,由 格式 的 特性 , 齐 次 方程 的 全 离散 的 解 算 子 与 A: 可 以 
交换 。 对 于 非 齐 次 方程 情形 ， 右 端 项 f;:， 现 在 变 成 在 1, 上 的 
鞭 分 平均 值 形式 ， 与 第 八 章 的 情形 相对 照 ， 那 里 / ;是 在 互 异 
求 积 市 点 上 取 值 。 

假设 我 们 感 兴趣 的 是 问题 (1) 在 (0,t*) 上 的 解 ， 特 别 地 
在 t=f* 处 的 解 ， 我 们 将 采用 tw =O 的 前 分 ， 并 且 引 进 整 体 的 


IN N-1 
Ram =f (V AV W)ds+ Dr-V,, Wt!) 
+ (V3, Wa). 
在 这 里 ， 对 于 ES 4:， 由 矿 的 微 商 我 们 把 广 , 理解 为 定义 在 
每 个 小 区 间 1 ,上 次 数 不 超 过 g - 2 的 分 片 多 项 式 ， 这 里 忽略 了 
节点 处 不 连续 的 影响 .由 (3) 式 求 和 ,我 们 看 到 离 散 方程 可 以 
写成 


BU, D= Va Ki) + | Ads, XES 
由 于 半 离 散 问题 (2) 的 解 显然 满足 
Bis X)=V a, X; f (fr X)ds, YXCK ay 


所 以 对 于 误差 U ~u, RNA 
BU -tw,X)=0, YXES ia, 
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出 分 部 积分 得 知 ， 上 面 的 双 线 性 形式 也 可 以 表示 成 


OEN Nm 
(BV Wy =) (Vs WA ds+ DV W.-W) 
a= 


+ Vw, W yn). 
在 我 们 的 误差 分 析 中 。 也 要 考虑 “向 后 ”的 齐 次 问题 ， 
-2 -AZ=0， 内 内 x5C0, 如 ] 内 ， 
Z=0, EAA x (C0, sE, 
ZG, ty) =0, FAK, 
以 及 相应 的 半 离 散 问 题 
-Zi ~A,yZ,=0, 对 于 ! 委 如， 
Zilty) = 
由 (6) 式 ， 显 然 这 个 问题 的 全 离散 格式 是 ， 寻求 2=2Zi4E 
FS ony W4 
BCX, 2) =(Xy,04), XCEL ia, 
特别 地 ， 这 个 问题 有 唯一 解 ， 并 且 ， 对 于 向 前 问题 所 得 结 
果 ， 对 于 向 后 问题 将 有 与 其 相似 的 结果 ， 

下 面 对 时 间 离散 化 过 程 的 误差 分 析 ， 将 在 带 有 多 种 模 的 
空间 S; 中 进行 。 然 后 ,，U 相对 于 (1) 的 精确 解 的 完全 误差 f 
计 ， 将 由 前 面 对 半 离散 问题 的 误差 估计 导出 。 我 们 将 按 离散 
模 进 行 售 计 ， 这 种 离散 模 类 似 于 前 面 太 "(9) 的 模 。 利 用 一 A。 
的 特征 信和 相应 的 特征 函数 {4;}*+ 和 {8;}*4， 对 于 ES，， 


我 们 定义 离散 模 为 


Ny 
When = (ATD sear 


jet 


= [7753 Fil, 
其 中 s 允许 取 正 值 和 负 值 。 
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我 们 首先 研究 齐 次 热传导 方程 ， 于 是 (1) 和 (2) 变 成 


(7) u, = Au, FQXxl0, œ), 
u=0, ÆA x (0, œ) Es 
u(*,0) =V, FOR, | 
和 7 
(8) Wii =Ayus, 1>0, 
uC0) =F a. 


关于 上 面 的 离散 模 ， 半 离散 问题 (8) 的 解 其 有 下 述 引 理 所 描 
述 的 正则 性 质 。 

引 理 1 。 设 ;是 半 离 散 问 题 (8) 的 解 ， 则 对 于 mm，j 宇 0 和 
任意 的 1。 当 10。 有 


+2" Ns? CD, + for lus) ds<cllV ,3,3i-3,4。 


证 明 。 这 个 引 理 可 由 
N 
u(t ) = yen LERDE 


Jul) = Ala EARE, 

下 边 的 误差 分 析 将 基于 如 下 的 引 理 ， 它 包含 着 所 需要 的 
能 量 信 计 的 按 巧 

引 理 2。 假 设 p 是 在 1, 上 给 定 的 函数 ， 并 且 P.. =0, M 
oesi WE | 
(oy | ee -Aie, Xyds+ (01, Xt = 0. XD 


+f (p,X, +A, Xd, XEF hn, 


则 对 于 任意 实数 !， 有 
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Go Boasi Ua +f, hol dash 
+ cf desta. + lel, dss 
aD Wr Ma UA 
acf, cko Ma role re de, 


(12) | esds<c| HOla + lor liar. 


+ folien yds, 
和 


ad (eas) ts], 10a ds 

<c| dots Heale Na tkalolisst 24s. 
证 明 ， 在 (9) 中 令 X= (- AD) '9， 则 有 

cay Lassie asl, yaf Olds 
+O, = CC Aad Oa C= Aa) Pry 
+} (= Ag Do, (ATO, + A ds 

1 2 1 ‘A+ 12 2 

yo. yin tO 
colds+C,) ol? dss 


由 此 可 得 ， 对 于 充分 小 的 e， 有 
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Over Wa + 3) ell9 ds 
Ly 


=i6.1 zef lo ds+c,) Molaia ds. 
la l, 


一 旦 (12) 得 证 ， 由 此 即 知 (10) 式 成 立 ， 为 了 证 明 (11)， 我 们 
作 (14) 式 第 二 行 里 被 积 耳 数 的 估计 ， 或 用 如 下 估计 式 代 将 
|CP, (- Ard, +A SIH, + ol 

teke N8 Na + Coke lola. 
这 样 我 们 得 到 


Nossal +E), NON d< 10Na 


tzek), 1e MNads+C. Aola, +k NoN? Yds. 
由 此 ， 再 考 虚 到 明显 的 不 等 式 
Holter Shel NE Mirea -ERT ll, 
takalo ， 


一 旦 (13) 得 证 ， 便 知 (11) 成 立 。 
为 了 证 了 明 (12) 式 ,我 们 在 (9) 中 令 碟 ( = -1,)(-A,)'-10,. 
HP. = 刁 = 0， 所 以 在 对 最 后 一 项 分 部 积分 之 后 ， 得 到 


r C40, Mara ds=], (s~#.)(A,9, (- A3) 8 ds 
-| (s=, XO: ~A,p,(-Ay) 0 Das. 


因此 
[cet Mads}, -eole tds 


+ | (s—t. >] aaa ds +f (s~t. (3 
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十 | )ds。 
注意 ， 因 上 ,7- ,是 次 数 不 超 过 24 ~ 4 的 多 项 式 ， 故 有 如 下 
逆 不 等 式 


(15) haf yO. 和- ds<C{ (s~t, 6, Via ds, 


由 此 即 可 推出 (12) 成 立 ， 从 而 也 就 证 明了 (10) 式 成 立 。 
在 (9) 中 再 令 久 (?) =(t-#,)¢ -A,) 10 ,， 则 得 到 


|, -t103 dt = ~) -td ol ids 
-| (3 一 !。)CD， ~Ayp,(—Ay)?8,)ds 
< 引 gore df ctl ds 


:| (s-ta) lp, |? + iola, dds, 


中 此 和 再 利用 (15) 式 即 可 得 到 (13) 式 。 
我 们 首先 应 用 这 个 能 量 引 理 ， 证 明 对 于 齐 次 方程 的 离散 
方法 的 稳定 性 。 这 个 离散 方法 可 以 写成 


(16) | (CU, - AU, X)ds+ Ui, XD =U XD, 


WXEL in, m= 0, 1,2, -s 
U,=V., 
引 理 8，(16) 的 解 满足 - 
IU OISEIN Fto, 
证 明 , 令 8=DU，p=0 和 /1=0。 由 引 理 2 立即 可 知 
UO. ASU, nDo, 
于 是 在 节点 处 有 
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(U <i all, 对 于 n 守 0. 
显然 地 ， 对 于 tEI1,， 有 


IVE <I dy, Isles, 


葡 下 的 就 是 证 明 后 边 的 积分 项 也 有 所 要 求 的 估计 。 然而， 由 
引 理 2 又 可 推出 


(| IU. lds} < | MUN, ds eC SCIAN. 


所 以 引 理 得 证 。 
现在 来 作 离 散 方法 的 误差 分 析 。 为 此 我 们 需要 半 离 散 问 
题 的 精确 解 u 在 1; 中 的 一 个 近似 。 我 们 有 如 下 结果 ， 
31384, 40-0, EF ,是 :8) (或 (2 )) 的 解 的 捅 
值 ， 在 7 .上 它 由 播 值 条 件 
Oo ult 
和 


5 m m 
Claas ~ qa phe) Suey -Gg Rud m= 1,°°,qQ-1 


4q> tit 
来 确定 . 则 存在 一 个 只 依赖 于 g 的 常数 C, 舍得 对 于 Pp =D- m, 
有 


Supllipll, ‘Ck! | fus lfa: ds, 对 于 1 = lg, 
并 且 ， 当 9g>1 时 ， 还 有 
Supllp ,ls < Cs- 二 Mula as, 对 于 7 <2. 9. 
ly 


WEAR. 将 区 间 7 ,变换 成 单位 区 间 以 后 ， 由 熟知 的 Lagr 
ange 插值 的 结果 不 难 证 明 此 引 理 的 结论 。 
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利用 引 理 4 中 定义 的 六 GXHD,=0) 。 可 以 将 时 间 离 散 
化 的 误差 写成 如 下 形式 
e=U~-u,=(U-0)+(0-u,') =0+ 0, 
其 中 p 满 足 引 理 4 的 估计 式 ， 并 且 9E57 64。 为 后 边 的 应 用 ， 
包括 非 齐 次 方程 情形 ， 由 定义 可 以 看 由， 对 于 XES? 14， 


| (0,~ As0, X)ds+( 61, Xt) 
-f w, -A U, X)ds+ (Ut, Xt) 
-| ~A,0,X)ds- (D:, Xt) 
SUX +), Cf X ds 
-| ©. -A,0, X)ds- (83, x+) 
SUAD +f, Cy Aa Dds 
-| 0,-4.0, X ds- Oz, XD 
=(0,, Xi) - cnx- oo ~Aip,X)ds 


son XDS (p, +A, X )ds, 


这 里 ， 我 们 用 到 由 站 的 定义 所 知道 的 事实 ，p, = pk = 0。 
这 个 方程 正 是 习 理 2 的 能 量 估计 中 所 用 到 的 形式 。 

我 们 现在 已 经 对 第 一 个 误差 估计 作 好 准备 。 

定理 1。 设 0 和 4 分 别 是 (16) 和 (8) 的 解 ， 则 
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WU da -u, CD <CR' WW hs, 3? 对 于 0 过 1 和 9， t>0, 
证 明 。 由 引 理 1 和 3, 结果 对 于 1=0 成 立 . 我 们 将 证 明 它 对 
于 1=g 也 成 立 ， 然 后 通过 插值 即 可 推出 对 一 般 1 的 结果 : 实 


际 上 ， AV r= V ii 二 《太一 三 ) 其 中 三 =a, 


多 多, ， 利 用 1= 0 和 gq 的 估计 式 ， 容 易 得 到 

JU (t) ~ u |[<CR WV ae llega +C- na i 

<Ch'\V arse 

对 于 上 面 定义 的 和 p= 日 -wi， 利 用 引 理 4， 则 对 1+ET。 
有 
[0Y <Ck :| hulas<ChrSuplus KCR sls 。 

因此 只 多 下 估计 0 = 忆 - 站。 我 们 首先 在 节 点 上 进行 估 
计 。 设 大 是 一 个 节点 ，pxES， 是 任意 的 ， 又 设 ZE22 是 向 
后 齐 次 问题 的 解 ， 且 有 2 起 = pr WA 

B(X,Z)= (Xn, pi); VXECF Lis, 

SX=0, 利用 (6) 式 ， 我 们 得 到 


ty 


(p, Z, +A,2ds 


(17)(9y. 04) = B(O,Z) = -B Z=] 


t 5 


N N 
< holta ds)? [AZM + Zl do 


0 o 


将 引 理 2 用 于 向 后 问题 上 ， 容 易 看 出 
HZ ls + NZ s ds<CZEll? = Clo.. 


以 及 由 引 理 4 和 1 
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bay 


| loll?, decae fi bu Ea ds<Ck? "| a liaa y 


于 是 由 (17) 式 推出 

Ons pCR IIV allaa Pall 
这 样 便 有 

EIAN 

a= 1, ARR TM, Ha>2, MAFERE 
我 们 有 

IOI N+ f, oulas, 
SAKA LR, WIE RNR 


({, 10. lds)"<Cf aons.s th pr + he dds 


C10, +C] Cplosls +k, ol + hs ole)ds, 


利用 已 经 证 明 的 .的 估计 以 及 引 理 4 与 1， 我 们 推出 
J 10 lde<Che {I alaan + Sapas + Ie ls D) 


SCRII alleges » 

这 样 就 证 明了 定理 。 

我 们 现在 要 证 明 在 节点 上 有 超收 伍 性 ， 并 且 在 那里 的 收 
AEO), 

定理 2。 设 g>>1,， UMu 分别 是 (16) 和 (8) 的 解 ， 则 在 每 
一 节点 {x 上 ， 有 

Uw = walt |<CR** alla essa 

证 明 ， 设 9,E3 是 任意 的 ，Z 是 齐 次 半 离 散 向 后 问题 

UZ GO = 0 为 初始 值 的 解 ， 并 设 Z = Zi 是 相应 的 全 离散 
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解 , 则 对 于 引 理 4 中 的 O, 令 p=D-ue=U -u,Mé=Z- 
21> 我 们 有 
(ey, 94) =B(e,Z,)= Be, Z, - Z) =BG -u,,2Z,-Z) 


aN 
=| (p,§, 十 Ai)as 


1 1 


N 
<C(| lollBe-sads)?”? (| ss 
o 0 


+ Hellz ,048,4 )ds)*!? . 


这 里 ， 由 上 面 的 推导 ， 


iN LN 
| WellSe-asads<Ch*e| acolBes ds<Che MI lss.. 
o > 


我 们 将 证 明 
asf dlé Ep +) ¢ | 2。 1+8, )ds Ck?! "2 |g |? ? 
由 此 可 以 推出 
Cev, Pid ECR? ,sa lol. 
这 样 就 证 明了 定理 。 


为 了 证 明 (18) 式 ， 我 们 采用 相应 的 向 前 问题 的 记号 ， 于 
是 ， 我 们 现在 要 证 等 价 的 结论 


| dezari + lell2eessu2ds<Ch*?-*7 la, 


9 & 


首先 ， 由 引 理 4 有 


| EE 


v 
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ty 
SC ‘| (Wei 2s ean thu ee as, ids 


<Ch?°- (‘teat p ds<Ck?°-? ||, |I?, 


AF REA 0 =U - OR. Se 中 的 
(10) 式 和 (12) 式 求 和 ， 则 有 CFI, =0) 


ty In 
| Aliza + 和 有 -ss )dC<c| doill siria 
? 


+ l]l]?5.+5,5ds<Ck?*~7 |?, 
Aptis) ABE, 
已 知 由 U RAAU. BEF rR ADBRU,, HS 
是 一 个 有 理 函 数 ， 具 有 次 数 分 别 为 g - 1 和 9 的 分 子 和 分 母 。 
由 于 具有 29 - 1 阶 避 近 精 度 的 如 此 之 函数 ， 是 相应 的 Padé H 
近 ， 用 第 七 章 的 记号 ， 由 定理 2， 我 们 结论 r(4) =4,,,-.04). 
上 上面 的 误差 估计 ， 仅 仅 考 虑 了 半 离 散 问题 时 间 离 散 化 的 
误差 ， 并 且 右 端的 模 部 与 48 有关。 我 们 现在 就 全 高 散 解 与 (7》 
的 精确 解 之 间 的 误差 即 全 误差 给 出 某 些 估 计 。 
定理 3， 假 设 所 选取 的 离散 初 值 满足 
AI SONA 
SFU MDA, BAA 
(19) [Ud -wD Ck TANF lise}. 对 于 to, 
VERmo COQ), 
并 且 ， 在 节点 上 有 
(20) HUn- ult CCA IV +R WV aga} 
AFiS, BV EAr naa, 
证 明 。 这 里 的 证 明 沿 用 第 七 章 定理 3 证 明 的 思路 。 首 先 
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我 们 注意 到 ， 由 全 离散 格式 的 稳定 性， 我 们 可 以 假设 
=PV, MP UI Fi) 
工 ,( 人 2)->S,、 其 中 U 和 wi 是 (16) 和 (8) 的 解 , 具有 U(0) 
= wi(0) = 了 ， 则 定理 1 的 结果 表明 
WFa@)T IV ISCR IAP, ANA ， 
xt Fo<l<q, 
现在 对 于 s> HEV. CHO), E (GRRL MEMS 
的 证 明 ) ， 
IV -Vill<CR IV lla gs 
Vella, SCI leas 
和 
| 大 CR。 HFJ =0, 1,0-1, 
hFrOWnKREE, RNA 
EOF -VISCII -rF Ck Wiles. 
FV, =X EFOTT -TAV YV, 


EHT- ANV 

此 处 ， 对 于 j=0,'…,q~ 1， 有 

[FOTUT -THC AY SCH IT TOA tl 

<CRIA NAT |g <CRIANV hera; Ch IV I, » 
和 
EOT- AV ICRA , || SCR |, ,, 
综合 以 上 这 些 估计 式 ， 得 到 
WUC) — ua <ClA h, HRW lee). 

再 由 已 知 的 半 离 散 问题 的 误差 估计 GERE D 这 就 完 
成 了 (19) 的 证 明 。(20) 的 证 明 与 此 类 似 。 
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现在 来 证 明 ， 前 面 遇 到 的 那 种 类 型 的 非 光滑 初 值 误差 估 
诗 ， 在 目下 情况 也 是 正确 的 ， | 

定理 4. 假设 对 于 n 汪 0 有 Rk; 三 Vk, -;， 其 中 是 与 剖 分 无 
关 的 常数 。 则 对 于 (16) 和 (8) 的 解 U 和 w;。 有 

(21) (Ud) -u,@)|<Ckit- Va HF, 
并 且 在 节点 上 有 
(22)|Un = ur Guia Ck? l HTF. 
证 明 。 我 们 首先 证 明 
(23) JUG) =a Ch EY IV], HF, 
然后 用 第 三 章 定 理 2 的 迭代 论证 方法 完成 本 定理 的 证 明 ， 

象 通常 那样 ， 将 误差 写成 -mm =(U-0)+¢ 8-01) 
-O+p, RPOMEELADHEM, HAT. =u). X 
了 证 明 (23) 式 ， 只 需 在 节点 上 估计 9,。 由 引 理 2 和 4 (对 g= 1 
E) > RUTE 


EA ealo? tko, +7] ds 


<10 NAC|, Calunn N+ Al Ha, ds, 


乘 以 tf, ta =1, +k 以 后 ， 得 
tas ilu sa ll St 10,l? +k, NO 


Charl (Rallus ld, + Rl 2,» ds, 
UE Pn, 利用 he Syke 和 对 第 二 项 用 逆 估 计 ， 又 得 
tulsalo, her) ho leas+ he), celual, 
+s? luatli,» dds, o Í 
求 和 以 后 ， 由 于 0 =U,- ult), 则 得 ' 
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t i 


talês <k lo + Cf 1O lsads + Ce] Csllusll.s 


ts us l2 Dds <CkI le +C| Olds, 
为 了 估计 后 这 的 积分 项 ， 由 引 理 2 我 们 看 出 
gn Neat 
| passe Ef, rtp relela 


tke lela, dds, 
这 里 


bi L 
© f halle IPs de<akel lusts ds+ zët NR 
: 0 


SCRIVA”, 
并 上 且 ， 与 上 面 类 似 有 


awl . N-1 
Ef, deletes tk lods E|, elol ds 
os) 2 wel “ 


ty 
<caf lune li suidst Ch 


0 


N 


f sluse [fen ds<Cally all? 


干 是 综合 这 些 估计 ， 得 到 
tulOults SCR al, 


这 就 在 t=tw 上 完成 了 (23) 的 证 明 。 

为 了 对 于 一 般 的 ! 证 明 (23)， 首 先 让 我 们 注意 到 ， 因 在 
1 上 Ai-:1， 故 由 稳定 性 立即 可 知 结果 在 1。 上 成 立 , 然后 
BEE, Niel, set, AF kaati 三 1 和 三 三 C 
我 们 有 
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spt) (S< Ck, Supilun, WSCk, ati NY CR N 


其 次 ， 出 显然 的 闫 似 信 计 当 0 = 1 时 ，0, =0) A 
Jcrh<iideat+] [elds 


SOMA rss | +O ll + Supka los] + hpls,, + lpl))} 


SCR? 7/7 WV Al, 
党 上 所 述 证 明了 (23) 式 。 
现在 用 和 迭代 论证 方法 来 证 明 (21) 式 。 由 稳定 性 ， 我 们 可 
以 只 限于 考 虚 ! 宇 cR， 其 中 c 是 一 个 任意 固定 的 正 数 , REG) 
是 半 离 散 问 题 的 解 算 子 ,i4f,t;) 是 由 点 t 开 始 的 整体 离散 
解 算 子 。 SF ratti) E lt~ti) ~E, t: », FR tu 
使 | 如 -412 SR/2 成 立 的 一 个 节点 ， 我 们 有 等 式 
Fiat, O = Fri @stu) Eu) + Etu) Pia Gus 0) 
-F t) F iau 0. 
由 定理 ! 有 有 ， 
Fh t Va LCK NY Massa » 
MAA 和正 4 大) 是 可 交换 的 ， 所 以 
(Erat OV aleaga Ch WV al). 
这 样 一 来 ， 利 用 引 理 1， 特 别 有 
Pit JEW Ch JE GV allege 
<CRty NV Choe" WV all, 
和 
HEt- tPF OV ECG — ta)” "Pte Valaan 
sCrek WW, le 
最 后 ， 由 (23) 式 ， 
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[E en Ct tid Fe nC, OV al| SCR? (ta) t |E Cs 0) 
V a [LCR tPF (tu, OF all, 
这 样 ， ZR 综合 上 述 估 计 ， 得 到 
(Erat, OV LCRA lV | CR AF, ty OV alle 
FMAM LEKA. MIRATA E 
结论 (21) 式 。 类 似 地 可 以 证 明 (22) 式 成 立 。 
作为 定理 4 的 一 个 明显 地 推论 ， 我 们 有 如 下 完全 离散 的 
误差 估计 。 
， 定理 5，。 设 U 是 (16) 的 解 且 ;= 了。 V, 而 4 是 (7) 的 解 ， 
则 有 
UKC +k RFD 
和 
{Un ut NSC ty? + ht 对 于 in> 0, 
我 们 在 结束 这 ~ 章 之 前 ， 简 短 地 讨论 一 下 非 齐 次 问题 
《1) 和 相应 的 全 离散 问题 (3)。 我 们 首先 对 于 半 离 散 问题 的 时 
间 离 散 化 证 明 一 个 整体 的 误差 估计 。 
定理 6。 设 U 和 w: 分 别 是 (3) 和 (2) 的 解 ， 则 有 
WU Ct) -us CODEC {luto +, Sup Nf a) 


+ (foe )" }, FEL. 


证 明 。 象 通 常 那 样 ， 令 U- u,=(U- O)+- u) > 
6+ PP， 对 其 申 的 p， 由 引 理 4 有 
[aco <Ck"Syp asel, tel... 


KARE, RISA 
TAE sfionz ids<Ck** f [usol ds, 
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以 及 在 1， 上 ， 
(24) MOLAS, 101o 


Clo er +10 I+) loka 


+ Ar lods jack N + 
+ Supa? + Na PHB). 


为 了 估计 (24) 右 边 的 量 ， 我 们 对 (2) 微 分 以 得 
uy Aau = Pf, t>0, 


Blt, HERBERO, T 


lus) 1? + [list adss<iluircool? + cfs, ds, 


又 由 于 
[WP Pls = HAs lhe la) 
和 ， 
Mla SIF 
故 定理 得 证 。 


上 面 的 估计 可 以 与 半 离 散 问 题 的 适当 误差 估计 相 结合 ， 
比如 第 二 章 的 定理 8， 借以 求 得 OC + 有) 阶 的 完全 离散 的 
误差 估计。 可 是 ， 为 了 此 目的 能 够 成 功 的 达到 ， 我 们 必须 这 
样 选取 六 ;， 一 方面 使 得 上 ;一 信 | =O(h")， 另 一 方面 ， 使 
BOOZER RR. AN, TUAR EEPO) = 
Puo) ERAB EBS, RPV ANRE 

V, =P, V+ TY) PP = Du), 


?一 人 
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4 


Fora (OTAK RD BRT A. C0) 充 
SHEN, BAVL-VEOGOR. BNANERS, Hie 
定性 , EAT EB. V = OCh") 的 广 ; 的 选择 ,都 可 以 给 出 捧 

现在 来 考虑 q>>1 情 形 在 节点 上 的 误差 。 由 上 面 定理 2 的 
证 明 ， 我 们 得 到 


lod? Ch .sf ols deckt [WOE ds, 
0 o 


在 这 里 ， 如 果 想 要 用 初 值 来 估计 右 端 ， 那 么 就 需要 引进 形 如 
ALP f 的 表达 式 ， 其 中 1 是 正 数 ， 正 象 第 八 章 开始 时 的 那 种 
情形 ， 这 将 导致 对 /要 求人 为 的 边界 条 件 。 例 如 ， 当 g = 2( 分 
片 线性 逼近 函数 的 情形 ) 时 ， BR EH P's = 
Awl =e = fla» HA, BRIEF PH OQ LA. 
PBK. WP UE = —ArPof®, Pol), Hh 充分 小 时 
REFS. WE, REE, HLENIIR E, MH 
对 于 这 种 特殊 情形 证 明 如 下 几乎 最 佳 阶 的 结果 ， 

定理 7。 设 g= 2，U 和 u 分 别 是 (3) 和 (2) 的 解 ， 假 定 对 
Fn>0, kSYk.- 其 中 ?与 剖 分 无 关 。 则 有 


YU x- a Cte )|] Ck logs {uO + LF 《ol 


tN 
+È fe rtdsy ， 
NELE". 

HER, UFOS, HZ RAE RATA OM, 
JRZ =por ZEROS BR, D Busts rate 
fA, #Oe=U-u,, 0=0-uMe=Z-Z., MA 
见 定理 2 的 证 明 》 
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(en, Da y= feos. +A,2)ds 
IN 
< Sup lol tal-a + lie dds 
8a N A 


ic 
<CA*Sup Jurna isaf E M-an + gids, 
下 边 我 们 将 证 明 
(28) f E N-a, + NéIDds<Cklogt lp all 


出 此 我 们 可 以 推出 
slog} 
Jen I<CK 106% Sep Jumsi lav 
这 里 ， 


fa, ls, ;=A ll) lul, 
另外 ， 对 于 (2) 的 一 个 明显 的 能 量 估计 表明 


POE | heas, 


出 此 可 导出 所 期 待 的 结果 ，。 

独 下 的 是 证 明 (25) 式 ,或 者 等 价 地 ,对 于 齐 次 向 前 问题 江 
硼 相 应 地 估计 ,为 此 ,我 们 将 证 明 对 于 以 了; 为 初 值 的 向 前 齐 
次 问题 半 离 散 和 全 离散 解 z; 和 U， 有 


(26) J Cle: |l-2,4 + llel] )ds<Cmin Ck,, Bat) IV ah, 


暂时 假设 这 个 不 等 式 成 立 ， 再 利用 hk, Syke :并 选取 如 使 得 . 
kcin ck, WE 
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| Ceili- 2, tlle | ds<C( Jk, +k yr | Mall 


i=0 j=m+] 
SCi. + Mow” IV al) Chloe | a 
由 此 (25) 得 证 。 


为 了 证 明 (26) 式 ， 首 先 注意 由 引 理 4， 对 于 1> 我们 有 
Sup (iP: loea + loll) SCh Sup (lla, t lea + lel age ID 


<CR,t IV al, 
又 由 定理 4， 
Sup||4||<Sup (|e!) + [loll <Cats IV all, 
于 是 得 到 


{ 10" + olsa toll ds<Chhats I al 
另外 ， 由 可 理 2 又 有 


| osads ces fads” 


SCR? (J COM? + lole, + oldo 


<Ck, Suplo] + pd-s,: + lo) 
<CkR EV all, 
综 上 所 述 ， 得 到 
| Cle: l-2, + flel|)\ds<CkR tz Valle 
由 稳定 性 我 们 有 
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J, llelds<ok.Sup¢ IU} + ns <Che I al 
还 有 
| sds= | fusllds<Ch trt, 


ty 


并 且 ， 由 引 理 2， 
{oasscese(, ea U? SCR AV all 
于 是 得 到 
j er-sds<Ch, 7N, 
综合 以 上 估计 ， 证 明了 (26) 式 ， 从 而 定理 得 证 。 
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第 十 章 一 个 非 线性 问题 


在 这 一 章 里 ， 我 们 要 讨论 前 边 的 分 析 对 于 非 线性 问题 的 
应 用 。 为 了 简单 和 具体 起 见 ， 我 们 只 限于 考虑 第 一 章 开 头 提 
出 的 两 个 空间 变量 和 分 片 线性 逼近 函数 的 情形 。 

设 4 是 具有 光滑 边界 的 平面 凸 区 域 ， 并 且 考 虑 扫 物 问题 

-Vi (a(n) Vu) = f(u), FO x CO, TIA, 
u=0, #282 xL TIE, 
u(*, 0)=V, FAIK, 
其 中 和 /了 是 光滑 函数 上 且 c IER, 
(i) o<ue<a(w<M, 对 于 uER, 
2 和 /为 整体 Lipschitz 连续 ， 于 是 对 于 4,，vER， 有 
(2) latu) ~a(v) | <Llu-v], 
Ifa) - ftw) | <Llu-of, 
”我 们 假设 上 面 的 问题 具有 唯一 解 ， 并 且 为 了 我 们 讨 论 的 需 
要 ， 假 设 解 是 充分 光滑 的 。 
象 在 第 一 章 里 那样 , 设 9 ,是 9 的 拟 一 致 三 角 剖 分 ，max 


diamr<h, #HES BHEQ LER, ET. 的 每 一 个 三 角 
形 上 为 线性 ， 在 89 上 取 0 值 的 所 有 函数 构成 的 有 限 维 空间 。 
我 们 可 以 设立 半 离 散 问 题 ， 寻 求 ，ui: C0,TI->S;, 使 得 
(3) Chase) + Cau Vas VX) = CFC), X) XES, 
u,(0) =Uns 


HY BV ES RPTL. A RA CS) 的 解 表 示 
成 如 下 的 形式 » 
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u,(x,O= 2L a p;i (%), 


其 中 (ppo 是 棱锥 形 函 数 构成 的 标准 基 ， 半 离散 问题 可 以 
写成 


Ng NY wy 


Lat (BCG; pr) + 二 a; CACY @1(E)9 VG) Vp) = 
Ny 


ONEROA IDE 


Sat) =(a, E), aN (1))’, A= (a;i) 和 和 aii = (9;, 
2:)， 则 此 方程 也 可 叙述 成 如 下 形式 ， 
a) Aal(th=F(ad)). ‘>So, 
a(0)=r, 
由 于 4 是 正定 的 ”这 个 非 线 性 常 微分 方程 组 至 少 局 部 地 有 唯 
一 解 。 事 实 上， 由 于 我 们 对 Ga 和 上 了 所 作 的 假设 ， 向 量 信函 数 
F 是 整体 Lipschitz 连续 的 ， 所 以 对 所 有 正 的 t 解 OFE. 
我 们 要 估计 半 离 散 问题 的 误差 ， 象 先前 那样 ， 将 误差 写 
成 
C5) ua = (us —H,)+(4,-u)-44p, 
其 中 纪 ERA u ES, 中 的 椭圆 投影 。 这 里 我 们 所 用 的 投 
影 是 册 
(6) (a(n) VA, ~u), VX) = 0， YXES,, 
定义 的 。 我 们 需要 这 个 投影 的 某 些 误差 估计 
引 理 1 。 设 0 是 人 上 的 一 个 光滑 函数 ， 并 且 有 
0<u<a(x)<M, 对 于 xc 
{ 设 太 :是 由 下 式 定义 的 
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(aV( a-y), VX) = 05 YXESi。 
(7》 IVI a -PISCAR | a, 


(8) IVa -VISCA Jos 
其 中 Cos CRF AST rs KMM, #Hco 还 与 Va 的 上 
界 有 关 。 
证 明 。 对 于 XES，， 我 们 有 
LIVE -VIS aVV 一斑 ，V( 一 广 )) = 
aVV -V Vx- 
<M -Dive -n , 
HIERAAN taa A 
IVY, -PISCINA -SCRI les 
这 就 是 (7) 式 、 为 了 用 对 侦 论 证 方法 证 明 (8) 式 ， 我 们 考虑 边 
值 问 题 
(9) -V(aVp)=-cAp-VaVeay, FRA, 
$= 0, WIE, 
HIVI S (COVE, VE) = (pp) SoH <Cl ol ivy, 
于 是 有 
ivel<Clol. 
由 于 Va 是 有 界 的 ， 故 还 有 ; 
lv] -<CI AP] <Cllaap] =Clo + VaVel <Clol, 
所 以 ， 车 令 X = 了 ,ww， 则 
(V,-V ,p) = (Cav: VV) = CV -VV -XxX)) 
<CIVM. -V V(b ~ YS CCAIV 2 (Chl Pl 2) 
<Ch?|V' | lel. 
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至 致 引种 证 完 。 
由 于 VaCw)=a'(w)yu， 所 以 在 4 的 适当 正则 性 假设 下 可 
以 推出 ， 
引 理 2 。 设 P = 名 , ~u， 则 有 
lol + Al vel] <C(u)h?, 
我 们 还 需要 关于 p ,的 估计 。 
引 理 3。 p=%,-u, Ra 
lp rlvo le nh?, 
证 明 。 我 们 首先 估计 梯度 。 由 对 微分 方程 (6) 进行 微 
分 ， 我 们 有 
(a(u Vp, VX) + (alu) VPs VA)=0, VXES,. 
Ate, 
BVP A?<(au)ve..VP) = (aver, 
VOX 41) + UVP: Vin ~X)) 
= (a(U) VO 1 VON —u:)) + (OCH) VP V(X -Enr )) 
<Cilve. divx -ul + lveliivi, a... 1D, 
Bsx=Tu,, WE 
HI Ve MN? <CAllu ell Vell + IlVelCCAlly lle + lve .ll) 
<z/2\lve |? + CAVE +A? lull). 
再 根据 引 理 2 ， 便 证 明了 
veluk. 
对 于 上 s 估 计 ， 我 们 再 次 利用 引 理 1 证 明 中 的 对 偶 沦 证 方 
法 。 设 是 由 (9) 定 义 的 (a =a(w))， 则 有 
(Pip) = (a(u VP VP) = (a(u)YP 1, V-X) 
+ (alu), VO, V(b ~X)) — (VP, alu): VH). 
由 选取 X = 1d, PNRM PRADA, RMS: 
Co, PISCAVA + vellta + lolly), 
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从 而 ， 由 引 理 2 和 .上面 对 VP; 的 估计 ， 有 
|CP p) <CCu)h? pl, 
或 者 ' 
lpillC Cu)h’, 
由 此 引 理 得 证 。 
TH, 我 们 还 需要 Vv& 的 有 界 性 ， 
引 理 4 。 Vi 有 与 + 和 hh 无 关 的 界 ， 
Ilv#]<C(u), 
证 明 ， 显然 有 
vi ly Tl, + [lvl alle. 
FIFRA. 5A 2 URA HERR, 我们 有 
IW, ~ Tl <CAm VC, -T 0) 
<Ch-'(|\vell + |lvCliu-4)||)<c(u), 
RK, SAB, 
[Vull <Clivulle. 
所 以 ， 引 理 的 结果 成 立 。 
我 们 现在 转向 抛物 问题 的 Ls 误差 估计 。 
定理 1 。 在 关于 w 的 适当 的 正则 性 假设 下 ， 对 于 半 离 淫 
问题 (3)，、， 有 误差 估计 
jun (t) ~ wu DNECOH -T A 
其 中 CC 一 C(w)。 
证 明 。 根 据 (5) 式 和 引 理 2， 只 需 估计 2 = 如 -kn Rh 
有 
(0:,X)+Ca(u) VO, VX) 
= bay XH) + (alu) Waa VX) — aX) ~ (O(a VL, VX) 
= (fui), X) ~ (Pi, X) ~ Ce X) — (aU VE VX) + 
(Calu) ~ aC 6s) V8, VX) 
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= (fun), X) — (01, X) — Cir X) — (CAC) Va, VX) 
+ ((a(u) — aus) ) VK ar VX) = Cf (ur) — fu), 4) 
+ ((a(u) ~ a(u)) VE VA) ~ (01, X) 
根据 引 理 4 Vi 是 有 界 的 ， 车 取 X =9， 则 有 
1/2*d/dtloll? + plvol ?<c{lus ~ ulilo + liv 


+ |e, Nl} 
<C + [loll + lle el iVFll<allvall? + C Cell? + loll? 
+ iel). 


因此 ， 利 用 Gronwall 引 理 ， 可 得 
eels <cleco Ns + | Col? + lolsyds 


根据 引 理 2 和 3， 这 就 证 明了 
IEHU -V +h), 
从 而 定理 得 证 。 

对 于 梯度 的 相应 估计 ， 象 第 二 章 定理 4 那样 ， 通 过 一 个 
道 估计 容 易 得 到 。 我 们 不 作 详 细 的 讨论 。 

我 们 现在 先 来 对 函数 a 和 上 的 假设 (1) 和 (2) 的 整体 特性 
作 一 个 渡 译 。 从 我 们 的 分 折 中 显然 可 见 ， 只 要 央 是 靠近 # 
的 ， 这 些 假 设 只 在 4 的 值 域 的 一 个 邻 域内 起 作用 。 所 以 ， 对 
于 ac 和 上 只 作 一 个 严格 程度 更 低 的 假设 是 自然 的 ， 即 假设 6 
和 了 只 在 精确 解 4 的 上 述 一 个 邻 域内 有 定义 并 且 满 足 条 件 
《1) 和 (2)。 但 是 ， 必 须 记 住 ， 靠 近 性 质 在 这 里 必须 理解 为 在 
每 一 点 都 成 立 , 或 者 说 由 殖 近 v 是 一 致 的 ， 

这 样 ， 设 1o 是 u 的 值 域 ， I, = (a,b) = {u(x t); xEQ, 
fc[o,T]}， 且 对 固定 的 6>0， 考 虑 区 间 T。 =Ca-4, b+ ô). 
现在 假设 /和 oa 在 7T。 上 有 定义 并 且 充 分 光滑 ， 特 别 地 在 1。 上 
为 Lipscbitz 连续 ， 其 次 ， 假 定 e 是 正 的 并 有 正 的 下 界 和 有 R 
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的 上 界 。 在 上 述 假定 下 , 车厂 ,充分 靠近 玉 ， 或 者 说 V Elz 
则 何 题 (3) 和 (4) 有 定义 并 在 1 内 有 解 存在 ， 此 论断 至 少 对 某 
个 小 区 闻 CO,f,100<0,<7T) 是 成 立 的 。 例 如 ， 假 设 所 选 的 
,满足 
IV, -FISCI h, 

那么 ， 由 通常 的 道 估计 和 选 x 为 上 上 的 播 值 ， 可 得 

Warih SI xl tle -rh 

SCH NV, ~ xi + le -Vl , 

SCAK a -Vi Ch x -V i + lx -Vr SCOR. 
FEN TIAHW A, Viel 2, Kiem, RBucl/,, 
上 面 的 误差 分 折 就 是 正确 的 ， 并 可 推出 

ju uS a ~V I? +2) <C(u)h?, 
ix, Wixi, A 

ja 人 GD ~ul <CCu)h<6/2y 对 于 h <ho, 
其 中 ho 与 TER. SHAH HK, uti delays sy, 可见 在 上 超过 
入 的 一 个 小 邻 域内 解 仍然 存在 。 现 在 ， 我 们 结论 所 可 以 到 成 
T， 并 且 对 于 a 和 f 所 作 的 局 部 的 假设 ， 当 充分 时 ， 对 于 
定理 1 的 证 明 是 足够 的 。 另 一 方面 ， 这 也 意味 着 局 部 的 假设 
可 以 延 拓 为 整体 地 成 立 ， 所 以 假设 (1) 和 (2) 并 设 有 限制 一 般 
性 。 

我 们 现在 开始 讨论 全 离散 格式 。 首 先 考虑 向 后 Euler- 

Gaierkin 格 式 ， 于 此 这 个 格式 可 以 叙述 成 
ao) (0,U", x) +(a(U" VU" VX) = fU), x), 
XES ty 
Us Vi, 
HIRE, UF Anki OU" = 
br1(U U"-!). 
~ 171 一 


通过 表示 式 U" = 2 oa}9; 引 进 向 量 a"， 方程 (10) 可 以 用 


tol 


矩阵 形式 写成 ， 


a 
Aa’ = Aa"! + kF la") 

a AF Se, MUM, AEM ER, Fh 整体 
Lipschitz 连续 。 显 然 这 个 非 线 性 代数 方程 组 对 于 充分 小 的 
是 可 以 求解 的 ， 于 是 对 于 nk 碾 了 ,方程 组 (10) 定 义 一 个 唯一 
的 离散 解 。 

我 们 有 如 下 的 误差 估计 ， 

定理 2 。 在 适当 的 正则 性 假设 下 , 则 向 后 Euler 一 Galerkir 
方法 对 于 充分 小 的 k 和 C=C(u)， 有 误差 估计 

JU" -unh CAV -V+h? +k), 

证 明 。 象 以 前 那样 ， 设 w" =u(nk), HS 

(11) U” =u" =(U* -0") + Ù" —u")=0" +0", 
其 中 "是 u" 的 椭圆 投影 ， 并 且 由 

(12) atu vO =u"), VX)Eau )VP"» VX) =0 
过 XES; 定义 。 注 意 ， 册 于 这 个 方程 式 是 和 (6) 一 样 的 ， 故 
引 理 2,3 和 4 WHR or, RAIA Patt OT. 3 
于 XES，， 我们 有 

(6,0", x) + (a(U" v8", VX) 

=(6,U", x) +(a(U* )yU" Vx) ~ (0.U", x) 
-(a(U" yO" ,yx) 
=(f(U*), x) - (ut, x) - (6,8 -a,,x) 
~ (a(u" VO", yx) ~ ((a(U*) = au") V8", Vx) 
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币 用 注 续 问题 的 弱 形 式 和 对 第 四 项 利用 (12) 式 ， 可 得 到 
(5,0, x) + (a(U" yO", Vx) 
= (f(U") = fu"), x) BD" - 4"), x) - Ou" u3, x) 
~ (a(U") ~ atu) V0" yx) 
取 X = 9"， 并 且 注 意 到 等 式 
(5,0,0) = -0,10" N+ E501, 
H f Alo 的 Lipschitz 连 续 性 以 及 a 5 VO" 的 有 界 性 ， 则 推 出 
F801? 4 加 gla<CIO" -u (49 + 94D 
+ (5,07 + [8n -ut Ort, 
由 此 得 到 
5,0" 2<CC OI? + lor + 3.07 N? + Ou" uy j) 
= CH8"? + Reds 
SUR HERWESEN. KERMA 
(1 = ck)llO" 3<]? CRR"; 
RE, WEA, 
IO IASC + CRIO 12 +CRR,, 
重复 地 应 用 这 个 不 等 式 ， 便 得 到 


(13) *fl0" J]? <C1 + CR)" O°? + CRYO CI+CA)" -Ri 


<C + Ch Ri. 


由 引 理 2 ， 有 f 
A AEA a 
Chill ||? y 
和 
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lot =O; -ut [SCR nk) || Cn’, 
又 由 引 理 3， 
Boiten | prdsi<Ceuyar, 
最 后 ( 参见 第 一 章 定理 3 证 明 中 wi 的 估计 式 ) ， 因 为 
lð -uiaj ,GG Du sydsl) <C, 
从 而 有 
R;<C(u)(h? +k)’, 
这 样 ， 由 (13 ) 式 得 到 
ISCA, -V +h? +A), 
至 此 定理 得 证 。 

上 而 的 方法 有 一 个 缺点 ， 这 就 是 ， 由 于 在 方程 组 (10) 里 
出 现 a(U") 和 f(U"')， 所 以 每 一 时 间 步 必须 解 一 个 非 线 性 代 
数 方程 组 。 因 此 ， 我 们 现在 来 考虑 这 个 方法 的 一 个 线性 化 修 
E, MEZMUNU AR aM / 中 的 U' 来 克服 上 述 困难 ， 于 
是 我 们 有 

(14) (0,U", Xx)+ (aUt DYU", VX) 

= (F(U), X), YXESh 
假设 4 和 以 前 一 样 ， Ba) FELLA LA VP. VP) HER 
的 正定 矩阵 ， 则 此 方程 组 可 以 写成 如 下 形式 ， 


a* 一 L 必 2 一 1 


4 — + Blam ja = F(a), 


或 者 
(A+RB(a"-?))a"* = Aa": +kF (a>) ); 

这 个 方程 组 关于 a" 总 是 可 解 的 。 

我 们 现在 来 证 明定 理 2 的 结果 对 于 这 个 线性 化 问题 仍然 

正确 。 l 
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- E3. WARE ICH Euler—Galerkin 方法 (14)， 
当 & 充分 小 时 ， 有 误差 估计 
IU" =D Se Vh? +k), 
Hh cese kM AIEK, 
证 明 。 我 们 仍 将 误差 写成 (11) 的 形式 ， 并 且 只 需 对 6 "的 
估计 作 一 些 修改 ， 类似 于 上 面 ,我 们 有 
(5,0", x)+(a(U"-')yvO", Vx) 
= (fCU" fn) x) ~ (aU "1) a(n’)) yd, vx) 
一 (5 0" =n"), x) - (Fu -u1 x). 
这 时 我 们 有 
WACO) = fo CU"? -uleCAU"-! 
=u"? + flat"? =u") 
, 和 CC | or kl ul, 
并 用 类 似 的 方法 估计 关于 a(*) 的 项 ， 那 么 ， 由 取 X=6"， 我 
们 得 到 


4-5, J" |}? + allva" 
Secor + for + Rl.) or" + ye" 
+ (5, 0°] + lw" — u30" 
<e(llo" "+ {lot i+ klu" | + 10,0, [ + 
+O." ~ ut Dive ll, 
象 以 前 那样 讨论 ， 可 以 证 明 
8 {O° sedat a + lot +h? 16 ul? 
+ 10,07 \|? + lu" ai |?) 
<e( ljo T NF + (Ch? +R)”, 
申 此 得 出 
CRESE tok) O°"? + ckCh? +k)? y 
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反复 地 应 用 这 个 不 等 式 ， 得 到 
gl?<<CH6° |? +C(h? +k)?, 
FRA 
IBISCA a -F h? +k), 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 
为 了 在 时 间 方 向 上 得 到 高 一 些 的 精确 度 ， 我 们 考虑 
Crank 一 Nicolson 一 Galerkin 格 式 ， 或 者 说 ， 考 虑 格式 l 
(15) (8,U*, x) + (a(O" VU" yx) = (fO"),%), 
VxXES ay 
U°=V,, 


RPU =U +U"-!)。 这 个 方程 关于 点 t= n- 1/2)& 


是 对 称 的 ， 所 以 人 们 可 以 期 望 在 时 间 方 向 上 有 二 阶 精 确 度 。 
然而 ， 它 和 上 面 讨论 的 向 后 Euler 方法 一 样 ， 也 存在 着 在 每 
一 时 间 层 产生 一 个 非 线性 方程 组 的 缺点 。 为 了 克服 这 个 困 
难 ， 我 们 也 将 考虑 它 的 一 个 线性 化 修正 。 在 这 个 BIE 
中 ，4 和 的 自 变量 是 由 U"”" !' 和 U"“? 作 外 推 得 到 的 ， 或 者 更 
确切 地 说 ， 修 正方 法 为 

(16) (0,U", x) + (€a(0" VU" Vx) =(f(0"), x), 
VxESi, n>2, 其 中 O° =3/2U*-'-1/2U""*, RA 
Euler 格 式 那 样 , 非 线性 方程 (15) 对 于 充分 小 的 R, RFU 是 
可 解 的 。 而 线性 化 方程 (16)， 当 [六 -和 [六 -> 给 定时 ， 关 于 
U" ETR. 

注意 ， 如 果 象 在 向 后 Euler 格 式 中 所 作 的 那样 ， 选 取 a 和 
f 在 U""' 处 的 值 ， 得 到 的 格式 将 不 是 令 人 满意 的 ， 因 为 ， 这 
样 做 达 不 到 必需 的 精确 度 。 而 由 于 

(17) D*=8/2u" "1 — 1/2u""?=u""!/? + O(k?), 4k—>0 
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时 ， 所 以 这 种 选取 恰好 满足 了 我 们 所 要 求 的 精确 度 。 
我 们 还 要 注意 到 ， 由 于 现在 的 方程 中 包含 有 U" ,所 
以 它 只 能 应 用 于 * 关 ?2 情形。 所以， 我 们 必须 用 另外 的 方法 补 
充 确定 V ， 我 们 将 在 后 面 讨论 这 个 问题 。 
我 们 现在 给 出 对 于 基本 的 Crank 一 Nicolson 一 Gailerkin 方 法 
的 误差 估计 。 为 此 还 需要 另外 的 辅助 估计 
引 理 5。 假 设 * 有 适当 的 正则 性 质 ， 则 对 于 由 (6) 定 义 的 
ERE É 
Wines ECCU. 
W, HORF t 微分 两 次 ， 得 到 
COUVE, VX) = (a(u) Yu, VX) 
— 2¢a(u) .YP VX) — (a(u) VE VX), 
| RK =H US 
Alea SCO yuri + lived + vel lve, fl 
由 此 ， 根 据 引 理 2 和 3 ， 便 得 到 本 引 理 。 
我 们 现在 可 以 证 明 如 下 的 误差 估计 ， 
定理 4 。 对 于 Crank 一 Nicolson 一 Galerkin 方 法 
(15)， 当 hk 充 分 小 时 ， 有 误差 估计 
[U -u(nk)||<C QV, -FI + h +k?), 
其 中 C =C) GRAAF, 
证 明 。 象 通常 那样 ， 由 引 理 2 有 
MESAC h?, 
RRA PIT T. KERE 
(18) (0,0°, 4) +(a(O")V6", Vx) 
=(6,U", x) + (a(U V0" yx) - 8.0" x) 
- (aD vO" vx) 
= (f(0"), x) att? x) (OO utr? , x), 


一 177 一 


Cau"? yO Yy) -Ca Dy 
~ alu"™1/?)yO" "1/3, yx) 
= (FCO) — flu"), x) ~ (5,0 a yr x) 
-((a(Z") ~a(ut-"!2y) 7G" taut?) GCF 
-D1/2), VX)。 
令 X=6"， 并 且 注 意 
(9,0", 6") = 1725,10"|>， 


则 得 到 
1/2 ,|]9" ||? + uliya" ||? 
<C( 07% =u" 73] 4 8, Ge 一 地 -4231 wee _ 
Gy IVeH, 
Aba 


GD B8 <eC|D* -ule 43,0 ~ yt 
+ Ilva - ~ OP) \\2), 
这 里 
|0" -ut u2] + zr u12, 
由 引 理 2， 其 中 
IP" <1/2¢|07 || +10" |) <C(uyh?, 
而 且 有 i 


lz" -uc , lv. ds<Ccu)k?, 


类 似 地 ， 利 用 引 理 3 ， 可 得 到 
lB.0" -u57 <ð o" l+ NO mutna] 
I<CCu) Ch? + ks), 


又 由 引 理 5 ， 
Iv" Bayer oan Via lids<Ccuya?, 
综合 以 上 估计 ， 便 证 明了 ， 
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5,97] 2<ClO" i? + Ch? + kh?)?, 
或 者 
(1 -- CR) IO" |]?<C1 + Ch + CRA? + Rk?)?, 
由 此 ， 对 充分 小 的 &， 有 
1909")?<<Cl9° ||? + CnkCh? + k?)”, 
或 者 
IOIEK -V || +h? +k?) 
这 样 就 完成 了 定理 的 证 明 。 

我 们 现在 把 注意 力 转 向 线性 化 的 Crank—Nicolson— 
Galerkin 方法 。 象 我 们 前 面 指出 的 那 祥 ， 这 个 方法 要 求 用 另 
外 的 方法 单独 计算 U1。 为 此 ， 这 里 我 们 分 析 一 个 预 估 校 
正方 法 。 利 用 n= 1 情形 的 方程 (16)， 并 且 用 U REO’, M 
此 确定 的 解 U'" 作为 第 一 步 近 似 值 ， 然后 用 1/2(U'" + 
U?) 代 类 D1， 由 %= 1 的 方程 (16) 求 得 的 结果 作为 U'!. 于 是 ， 
我 们 开始 的 程序 是 l 

U’ =7*, 
AE PRRFUAU' MU? 
(20) kU’ -U°, x) 4+ aUa U + 
U°)), Vx = LU"), X), XES 
(21) (8,U',x%)+(ac1/2(U'"? +U°))98", Vx) = 
(fl1/2CU +U), x), YXES,, 

求 出 U'。 对 于 这 个 方 江 ， 我 们 将 证 明 如 下 结果 ， 

定理 5 ， 在 适当 的 正则 性 假设 下 ， 对 于 所 述 的 线性 化 
Crank —Nicolsor—Galerkin 方法 ， 当 hk 充 分 小 时 ， 有 误差 估计 

IU" —utnk) CT , -V+h? +k), 
其 中 C=C() 不 依赖 于 & 和 有 l 
iA. FE AF2 FRUODRBRMNA 
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(0,0", xX) + (a(O" v8", vx) 
= f(D) = fut"), 4) (OÒ - ut? , yy 
= CaCO") - aut!) 98" + alu" -12y (Fr 
O*-'2) vy), 
于 是 代替 (19) 式 的 是 
5.9" <CIO" -ul + 8, D ~ ut? |? 
+ lly" -0-1212 
这 里 ， 利用 定义 和 (17) 式 ， 有 
[O* url? cary + fore fat unas y 
<C([6"-* +8- +A? +87), 
这 样 ， 我 们 得 到 
lO" ls C +C)? + CENO" -ss CRC? +k)? , 
或 者 
和 CR (1+2CR)C -12 + CR 
+ Ch(h? +h?)?, 
由 此 证 明了 对 于 和 7 ， 有 
(22) (18 *|*<CC O51]? + EO + Che +22), 
现在 利用 方程 (20) 和 (21) 来 估计 |9!。 令 9 = 
U're Dt, 00o =0。6， 按 同 前 面 一 样 的 方法 ， 由 方程 (20)， 
ARC 19) RR NEE 
.0 <CCI 一 wa Na+ Ch? + h2)2), 
由 于 
JU? =u plo +r lol u? =u 
<||0° + Ch? +h), 
这 表明 
OO ||*<C( O° + hr +44), 
从 而 有 
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]2°° |]?<(1+Ck)|]0°]? + CR(ht +h?) 
<C(|0° N+ ht +h), 


现在 我 们 应 用 方程 (21)， 这 时 替代 (19) 式 我 们 得 到 


(23) 


5, []0"|?<Cc 1/22? +U?) -ul 
+ (h? +k?)?), 


这 里 ， 由 上 面 的 估计 ， 有 
1/2? +U) =u? I} 1/269"? +0) 


+ | ut] 
<1/2(|]877° |] + O°) + CCR? + h*) 
<C||0°l| + Ch? + RE’? ), 


因此 ， 由 (23 ) 可 得 
(O 3< + CRO +CRCA4 +h?) 


<COO N+ Ch? +h?)?), 


这 与 前 边 的 估计 式 (22) 结 合 一 起 ， 便 得 
|0* ||<C¢ O°, +42 +k?)<C (IV, -V i] +h? +7), 
由 此 定理 得 证 。 
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第 十 一 章 ”质量 集中 法 


在 这 一 章 里 ， 我 们 将 讨论 使 用 分 片 线性 试探 函数 的 标准 
Galerkin 法 的 一 种 变 体 ， 即 所 谓 的 质量 集中 法 。 
考虑 简单 的 初 边 值 问题 
u,-4Mu=f, 于 人 x[o, ol A, 
4 = 0， 在 942xf[0, cc] 上， 
u(e,0)=V FAK, 
为 简单 计 ， 其 中 人 仍 假定 是 平面 上 的 一 个 凸 的 光滑 区 域 ， 
E SCHA BERMEA T = {r+} LE 
续 的 分 片 线性 函数 所 组 成 ，2 ,的 边界 顶点 全 部 落 在 890 上 ， 
县 S 的 函数 在 由 2 所 确定 的 多 边 形 区 域 2 以 外 的 地 方 为 
零 。 用 { 己 )4 表 示 23 ,的 内 部 顶点 集合 ， 并 令 p hitsa 
的 标准 基底 ， 它 是 由 p; CPi)=6;: PERO RRR ARK 
的 。 回 忆 标 准 Galerkin 法 是 求 %%;[50, coJ 一 5 使 得 
(1) Ca XH) + Van VX) = (f,X), XES ESO, 
ui(0) =V,, 
BV BV E S, 中 的 某 种 近似 。 又 知 此 方法 可 以 写成 如 下 
ERER 
(2) Aai(t)+Batt)=f, WFt>O0, 
0(0) =?， 
其 中 4 = (a,,)MB= (64) 分 别 是 元 素 为 oj = (9,0) 和 
6,, = (Ap Vo MARR SERIE, a d) My; us 
OAV Fo ON RB, TART BAS OME. 
定义 质量 集中 法 的 一 个 简单 方法 ， 是 将 (2) PORE 
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阵 A 代 之 以 对 角 和 矩阵 4， 它 以 下 列 数 


Ny 


i=) laj i=1,2, e, Na, 
=l 


为 其 对 角 元 素 。 这 相当 于 将 每 一 行 的 质量 集 申 到 对 角 线 的 位 
BL, Misi ska’ (Oi ABBE AIH A BAT 
Alt, We eeAw 
(3) Aal(t)+Bact)=fct), to, 
a(0) =Y. 
我 们 将 给 这 个 方法 另外 两 种 解释 ， 然 后 利用 其 中 的 第 一 种 解 
释 导 出 此 方法 的 误差 估计 ， 
第 一 种 解释 是 把 (3) 视 作为 用 数值 积分 近似 (1 中 第 一 
得 到 的 。 令 tr 是 剖 分 ,中 的 一 个 三 角形 ， 其 顶点 为 Pros 
“7 了 = 1,2,3, 并 考虑 求 积分 式 


(4) Qr,s (ff) = LERLA, )~| fdx, 
利用 这 个 求 积 公式 ， 我 们 可 以 定义 中 内 积 的 一 个 近似 
(H, X)a = L Qr, (PX). 


rer, 


现在 我 们 断言 ， 由 (3) 所 定义 的 质量 集中 法 等 价 于 
C5) (tay: Xa + Vua TX) = Cf,X), XES, 


ualO) =V. 
Ny 
事实 上 ， 令 in (= 0j(t)g;(t)， 则 此 方程 组 可 以 写成 
pen] 
Ny Ny 


> a} CCP Pti + 2t; (V0; VP) = (F P), 


jumi 
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为 了 证 明 上 述 等 价 性 ， 只 需 注 意 明 显 的 事实 
(PiP) =0, jkt, 
(这 是 由 于 9; OFF ;的 所 有 顶点 上 为 零 ) ， 和 证 明 


Na 


(6) ipili =p p a= JPP). 
kmt 


为 了 证 明 (6)， 注 意 对 于 /六 局 RP MP ABH Ep 
不 为 零 ， 并 注意 若 * 是 以 忆 和 已, 为 顶点 的 一 个 三 角形 ， 由 简 
单 计算 例如 将 + 变换 为 一 个 参考 三 角形 》 可 知 


| eeweazx = HBR 


| eax= 二 -的 面积 


由 于 对 每 一 对 了 i。Pi, 存 在 两 个 这 样 的 三 角形 +, 所 以 若 用 
DD; 表 示 所 有 以 Pj; 为 其 一 个 顶点 的 三 角形 之 并 集 ， 则 有 


> (Pi, P) =D, 的 面积 ， 
kad 


和 
lpil? = 省 -DD; 的 面积 ， 
从 而 
Ny, 1 
CTS) = 性 -Di 的 面积 。 
其 次 ， 显 然 地 ， 


lols Len =D, wim, 
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-这 就 完成 了 (6) 的 证 明 。 

现在 转向 所 述 方法 的 另 一 种 陈述 。 再 令 是 剖 分 中 的 一 
:个 三 角形 ，P; 是 它 的 顶点 之 一 ， 作 连接 r 的 每 个 顶点 与 其 对 
- 边 中 点 的 直线 。 这 些 直线 交 于 z 的 重心 并 将 r* 划 分 为 六 个 等 面 
' 积 的 三 角形 。 设 B;,s 是 它们 中 以 忆 为 顶点 的 那 两 个 三 角形 
WHR, WE; 的 面积 是 r 的 面积 的 三 分 之 一 。 对 于 每 个 内 
点 Py， 令 B; 是 那样 一 些 B,;, 的 并 集 ， 其 中 = WP; 为 一 项 
点 。 


现在 用 3, 代 表 所 有 在 每 个 8; 内 为 常数 而 在 8， 的 并 集 之 
外 为 零 的 函数 作成 的 集合 。 注 意 ，5， 的 元 素 x 由 其 在 顶 点 
了 ;上 的 值 唯一 地 确定 ， 并 可 写成 


x(%) = J x(P;)#; (x), 
fel 


其 中 函数 ;在 8B; 上 等 于 1， 而 在 其 余地 方 是 零 。 因 为 5， 中 
的 函数 也 是 由 其 在 顶点 P 上 的 值 唯一 确定 的 ， 故 在 3 ,与 3 
的 函数 之 间 存 在 一 个 1 一 ! 对 应 关系 。 用 代表 5S, 中 应 数 xX 在 
纪 ;中 的 对 应 的 函数 ，X 在 顶点 P; 处 与 x 等 值 ， 

借助 上 述 记 号 ， 半 离散 问题 (3) 或 者 (5) 又 可 表示 成 
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(is H+ CVU VX)= (fx) MEX Sa. 
事实 上 ， 若 注意 到 明显 地 事实 
(Fi, 7) =0, | Mjækkj, 


到， = 2, HER =D, 的 面积 = NF IR. 
类 似 于 前 面 ， 即 知 上 式 成 立 。 

后 面 的 这 个 陈述 ， 可 以 看 成 是 由 降低 ,内 函数 的 一 一 
正则 性 要 求 而 得 到 的 。 这 种 正则 性 要 求 单 就 使 内 积 有 意义 这 
点 来 说 ， 是 不 需要 的 。 此 陈述 方法 引 自 [513 和 [23。 

现在 利用 陈述 (5) 来 进行 误差 分 析 ， 引 进 求 积 误差 

Elv, w) = (v, w), ~ (v, w) 
并 证 明 如 下 结果 
引 理 1 。 设 多 XES, WA 
le Cp, AL <ch ivy: lyx. 

证 明 。 注 意 到 ， 对 线性 函数 f 求 积 公 式 (4) 是 精确 的 。 
Ab, Gtr 到 固定 参考 三 角形 re 的 变换 ， 以 及 利用 
Bramble ~ Hilbert 引 理 和 Sobolev 不 等 式 | wee <llfllwe ees 
我 们 有 


Qena (CD -| fde|<ch® E Dfa 
id lal=2 
NPR eer 内 内 为 线性 函数 ， 故 将 上 述 不 等 式 应 用 于 /= 
YX 时 得 到 | 
Qe x) -| pxdsl ch? DE [Dx Merce 


lal= 
ach’ vp, oll VX ica. 
从 而 ， 由 Cauchy - Schwarv 不 等 式 ， 我 们 推出 
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jes (yp, 4) | <CA? WOlles cell VX llcacer 


<Ch yy vl, 
这 就 是 要 证 的 合计。 ` 
现在 来 证 明 如 下 误差 估计 ， 
定理 1 。 对 于 质量 集中 法 (5)， 当 f>0 时 ， 有 
lus) -u DISCI a -V + CAFC [la + lula + 


t 1/2 Y 
(faas ) °}. 
证 明 。 利 用 标准 椭 团 投影 算 子 P，,， 将 误差 写成 . 
u, —u=(u, ~P, u)+ (P u~u)=0+ p., 
如 同 以 前 
lel = Pu -u SC lulle 
为 了 估计 9， 建 立 
(7) (Oi, X) + (99, VX) | 
= (ua, X at (Vur, VX) (Pau X)s ~ (VP 4, VX) 
=(f,X) -Pu X) ~ (Vu, VX) 
= (u,, X) ~ (Piti, X)s 
=-(0,,%)-€:(pitu:,X), 
取 X = 0， 我 们 得 到 


c 二 Fervo = -oog)-es(CPiag)。 


这 里 ， 立 即 可 知 
(01,9) (<u, ~ Py us IONSAR lju jal 
<Ch? lu: |lallvall, 
和 和 出 引 理 1， - 
lea (Piu, 0)| <Ch? VP iu, iiye 
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<Ch? lia sli VEl|<ch? llu: lfellVll. 
从 而 ， 


LF aig + vl)? <ch*lu, alyol NVON? + hla IB 


d 
Sr U9Iit<ch* [asl 
由 此 可 得 
Oct <locoNe Hen" fu, gds 
现在 ， 注 意 到 在 Ss 上 | .| ,与 | 是 关于 一致 等 价 的 模 ， 这 
可 由 考虑 每 一 单个 三 角形 加 以 证 明 ， 因 此 
acer ii<el]4coy ch? Cf usado", 
其 中 
eco |= [V4 ~ Pv <I -Vi eR? IP a. 
这 样 得 到 了 对 于 061) 的 预想 估计 ， 定 理 证 完 。 
再 来 讨论 梯度 的 估计 。 
定理 2 。 对 于 半 离 散 问题 (5)， 当 之 0 时 ， 有 
Ivan) ~ vu Iv a -VV I+ CAI a + lus 
+f lvm 1ds}, 
证 明 。 在 8 的 方程 (7) 中 取 XY= 0,， 得 


(9) enge 2. yO = p10) 
=E, (Piu, 0). 
类 似 于 定理 1 的 证 明 ， 有 
Ln DO <u, -Pau [J i] <Chipya 9, 
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其 次 ， 由 引 理 1, 
len (P yu ,,9,)|<Ch VP im, Ilva ll 
<Ch I yu MO | <CAl va (lO Ul, 
这 里 最 后 一 步 用 到 逆 不 等 式 
lvxl<Ch lxl, xes. 
《通过 引 理 1 EPR TCR RAR SN) SAR ell, 
PUES, 上 的 等 价 性 ， 我 们 得 到 


[e+ 二 vo <CAlve lo a SNA 
+ Chë yu., 
帮 有 
d | 
jvol <Ch? lyn. |” 
或 


vo < lye) + Chef va tds)" 


<livVs-V||+ CALI a + verde h 


这 与 标准 估计 
IVESC hlut) a 

结合 起 来 即 完成 定理 的 证 明 。 

这 个 证 明 并 未 直接 给 出 对 于 v9 的 阶 为 6(h?) 的 超收 化 估 
计 。 已 知 对 于 标准 Galerkin 法 此 估计 是 成 立 的 。 然 而 ， 正 如 
下 面 引 理 所 示 ， 将 上 述 证 明 稍 微 地 修改 一 下 ， 即 可 证 明 这 样 
的 结果 。 - 

32, WETE D, BAK PRC =C(t"), 使 得 对 
Fl =y -P u Rostat R 

lvoc) <V9CO + Ch” {hus la + 
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Cf CsI lal?) 
成 立 ， 
HEA, RABE = PV, Wo = 0 的 情形 。 因 为 齐 
次 方程 以 bj (9) =V 4 -P V = 9(0 ) 为 初 值 的 解 包 满足 


lan +- i lvl =o, 
所 以 ， 

[V Ð<] o? = yco) 
如 同 以 前 ，(9) 式 成 立 ， 现 在 将 它 写 成 


l d 
ao 0+- gr vol?= -0D 


-F ea (Piu Otea Pn. 
这 里 ， 
LCa ODILI: NNO esr jual Is 
<Ch u, 3+ 191. 
进一步 ， 由 引 理 1， 有 
1en(Piuy,8)|<eh*llyP u livel sch la |? + 1/4lvol’, 
并 且 由 用 5， 代替 w, 的 类 似 估计 成 立 。 于 是 ， 通 过 (10) 式 对 
(积分 并 注意 9(0) = 0， 我 们 得 到 
IVANCHE ON + clus + Has Dds} 


+f ivelzds, 
这 样 ， 定 理 的 结果 即 可 由 Gronwall 引 理 得 到 。 
作为 引 理 的 一 个 应 用 ， 我 们 证 明 如 下 最 大 模 误 差 估计 。 
HBS. REV WE 
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ivi, = PV NSCh?. 
那么 ， 在 适当 的 正则 性 假定 之 下 ， 对 于 方法 (5) WHY 
oxis, £ 
lua ull COU", wh?log1/h. 
证 明 。 回 忆 到 ， 由 于 章 分 是 氢 一 致 的 ， 故 有 GEES) 
理 4) . 


Ixl, <Cdog- >"? lyx, ¥xeS, 

WY = 9 应 用 这 个 不 等 式 并 由 引 理 2， 可 导出 
IOOC, uh? dog)" 

其 次 ， 根 据 椭 史 问题 的 最 大 模 佑 计 (参看 第 五 章 引 理 5》， 


Hoc <Chrlog luO lva 


于 是 定理 证 毕 。 

我 们 指出 ， 在 定理 1 和 引 理 2 的 误差 分 析 中 ， 对 于 解 的 
正则 性 要 求 比 标准 Galerkin 法 的 情形 更 高 。 例 如 ， 对 于 齐 次 
方程 ， 按 照 ASQ) 中 范 数 定义 所 作 的 标准 计算 ， 那 么 定理 
1 的 结果 是 

lust) ~uCt)||<CA?||V ， HFEA O). 
类 似 地 ， 引 理 2 的 估计 是 
lvect) a Char I, HFEA. 

除了 正则 性 之 外 ， 这 些 估计 还 要 求 在 840 上 斑 =AF 广 = 0， 
我 们 现在 来 说 明 ， 对 于 正 的 t+， 利用 前 面 对 于 非 光滑 初 值 的 
误 痉 估计 技术 ， 可 以 取 销 后 一 边界 条 件 A =0) 的 要 
求 。 

引 理 3 。 考 虑 齐 次 方程 (f =0) 并 令 0=w -Pu Kj Z 
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每 一 上 六 >0， 存 在 一 个 常数 C， 使 得 若 0(0) = 0， 那么 对 OR 
t<MVEH (2), 有 
Ot) || <Ch7t-?/? |W, 
和 和 
WOE [CHEN ae 
证 明 。 用 上 乘 (8)， 得 
1 (oN) +ilvol: = -Ko 的 -tel) 
+> lO 
由 对 ! 积分 及 通常 的 估计 ， 
C11) 119112 + | ‘siivalieds<Caef cs? lu + sl [Dds 


+C| lonias 
KHIM rc Iolas, 


HT PERE BU, 490 = | 9(s)ds， 并 从 0 到 积分 


误差 方程 (7)， 则 有 
(8, xa + (VO, VX) = Ceo) ~ PCE), X) 
—e,(P (ult) -V),x), YXES,, 
Wyr=9=6,, HIS 


lege SZ yay? = (oto) ~ o, D = 
d 
at EaP (ut) =<), O) te Pi u., 9), 
因此 可 得 
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| Welds + volsChs[ Auco + hy la) ds 
O CWP aD- 
+ Ch [ilyPiulitds +f livall*ds, 
于 是 ， 由 Gronwall 引 再， 对 4<cf， 
(2) | onias<cas {yr 13 + | lulias} Scary 
这 与 (11) 合 并 起 来 ， 引 理 的 第 一 个 估计 得 证 ， 
为 了 证 明 对 v9 的 估计 ， 用 RCO EL 
+ 4 (EVOL?) = Fen (Pus, 8)) + CH lol? 
+#e,(Piu,.,0) + 2te,(Piu,,9) + tly]. 
通过 对 + 积分 和 明显 的 估计 ， 我 们 得 到 
tv Cen YP u, ON vo + Che] slur lads 


+ Chef (stIyP ial +s||VP 4, ||? )ds 


r 


+C] slvalltds, 

于 是 ， 有 

eyo Ch tev + Coline ssa N3 
+ sl Pods} 
+ Cf svolsds<Chrtr arch slvall*ds, 


利用 前 面 的 估计 (11) 和 (12) 并 由 于 tt*， 从 而 得 到 
PIVI Ns, 
定理 证 完 。 
至 于 引 理 3 配合 其 他 不 同 的 辅助 估计 ， 可 以 导出 具 初 值 
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VER? (QA 2) 的 齐 次 半 离 散 方程 的 也 * 和 并。 BRE 
估计 ， 这 是 是 明显 的 事情 ， 我 们 就 不 再 详 述 了 。 
自然 ， 质 量 集中 法 也 可 以 结合 时 间 离 散 化 加 以 运用 。 例 
如 ， 令 5, 象 通常 那样 表示 向 后 差 商 ，0S 委 1， 可 以 考虑 如 
下 方法 
(BU", 4), +t K(VU", 7x) + (1~ Kk) CVU") 
=(f Qai tHE X), YXESs, n=1,2,° 
U°=P,, 
用 oe" 表示 U "关于 基底 (0 Ve 的 坐标 向 量 和 Pot 代表 以 
(f(t -1 十 Kk),V;》 为 分 量 的 向 量 ， 那 么 可 将 此 方程 写成 矩 
阵 形 式 
Ak (a" =a?) + uBa" + (1-a) Bat = FF" 
由 于 4+ ARB 显 然 是 正定 的 ， 所 以 它 等 价 于 
a, =(A +ukBY (A -(1-r)kB)a"-' + 
(A+KhBy RE", 
XE, «= 1 相应 于 向 后 Euler 方法 ，K= 1/2 相应 于 Crank ~ 
Nicolson 方法 。 对 于 = 0， 由 于 了 为 对 角 和 矩阵 ， 所 以 得 到 的 
一 个 纯粹 的 显 格 式 。 
作为 一 个 例子 ， 让 我 们 扼要 地 分 析 一 下 向 后 Euler 方 法 并 


证 明 ， 


定理 4 。 对 于 向 后 Euler 方 法 ， 当 f =nk>0if, 4 
JU" uta KCI, Vl + CAP {IV lle + [laces Dla 


+f" lw | de， ) + CAC” “Wu lsds):’? 
证 明 。 令 4" sulk) REAME, i 
U" ~y" =(U" — Pu')+ (P u" —uty= 6" +p", 
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已 知 
lo I<Ch? lu" Ile, 
对 于 9”， 我 们 有 
(5.0", Xx) + (VO, YY) 
=(9,U", x), +(VU", Vx) ~ (Pu, x), 
~ (VP, 2" yx) 
=(f",%)~(8,Piu", x), ~ (vu, VX) 
= (u3,X)— (5,P,u", X), 


取 X = 久 ， 经 过 一 些 合并 整理 之 后 ， 得 到 
ag (818 18°12) 4 a 08-2 4 por 


= (u} ~6,u",8")4+(d,u" -ðP ix", 8") —e,(5,P iu", 6,) 
=R, + Rs + R3. 


类 似 于 定理 1 的 证 明 ， 我 们 来 估计 右 端 那 三 项 。 首先 ,有 
{Rs < ~ P, 8u” 0N 


CHP IÐ ualO" = CHEE a dst alld] 
Sch 0" tus adsliva | 
scare ef," Melide)" Iye"), 


其 次 ， 再 由 引 理 1 ， 
WRs|<Ch? |lVP,5,u" vO" ||<Ch? 15, yu" tv" 


sChte"['" yu lidsliya* 


a LT 
tal 
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最 后 ， 对 时 间 离 散 化 带 来 的 误差 R,， 我 们 有 
[Ry (slui ~ 9.0" HO = Dd Gotan, (s)ds||]0"H 


Cf," _ m sldstive l 

<eus e Pdo ve 
综合 起 来 ， 得 到 

gg NOE 10D + Van? 


ta 


siyar +onssrt| ,luc lgas + og, lar lads, 
于 是 有 
ol er fi" lulads+ css) .lurids, 
或 

ta ft, 

opzag lu: lds + Ck? { "hulas. 
已 知 | .和 | 等 价 ， 并 有 

O° =I PV, V+ Cha, 
从 而 定理 得 证 。 

现在 ， 我 们 考虑 质量 集中 法 的 另 一 个 性 质 ， 这 个 性 质 表 
明 一 个 极 信 原 理 的 存在 性 ， 它 在 齐 分 不 包含 钝 角 三 角形 的 附 
加 假定 下 成 立 。 

为 了 简单 起 见 ， 我 们 考虑 齐 次 方程 

(uy: X)a t (Vua VX) = 0, YXxES,, 

YME: Sr 7S ,表示 这 个 问题 的 解 算 子 。 我 们 来 证 明 ， 

定理 5 。 假 定 剖 分 2 ;中 所 有 的 角 三 x/2， 则 
min(0, minV ,(%)) < (E, (V ) (%)<max(0,maxV (x)), 
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WV ALES». 
Rt, EOXFRARAREM, A 
[EOV alle Sl alle. 
证 明 。 如 同 以 前 ， 将 方程 组 写成 矩阵 形式 
Aa’ (t) + Balt) =0, 对 于 t 守 0, 
a(0) =y, 
其 中 xc 人 (和 ?为 向 量 ， 它 们 的 分 量 分 别 是 zx (ft = BiV MV, 
KFS WS} 的 坐标 ,和 = Up, 91.) AEE, 
妖 =((V91V21)) 是 刚度 矩阵 。 显 然 ， 必 (信和 六 ,的 最 大 与 
最 小 值 是 与 <c( 办 和 ?的 分 量 的 相应 值 一 致 的 。 因 为 
a(t) =exp(-A~'Bi)p=exp( ~ Bty=Glt)y, 10, 
XH, BAGO REAMEES EN MU, TEREM 
网 第 一 个 论断 ， 只 需要 证 明和 矩阵 GQ) 宇 0 ( 即 G() 的 所 有 元 
素 非 负 》〉 和 对 于 每 一 个 i, 


(13) Dg; D1. 
teal 


先 来 证 明 GCOS. RHR BYWAENATA 是 
非 正 的 。 事实 上 ， 由 于 v9; 在 每 个 rE.F8 ;上 是 常数 ， 故 
b= (Vp VPE DY) Veal yopiivr 的 面积 ， 这 


E, Vo |* 是 r 的 与 P; 相对 的 那 条 边 的 法 线 方向 ， 由 于 无 
印 角 ， 所 以 对 于 fl, Volevo ATIR 于 jS 
6 入 0。 证 明 的 下 一 步 将 依赖 于 如 下 简单 的 矩阵 引 理 。 

引 理 4 。 设 M = (mi D) 是 一 个 正定 对 称 和 矩阵 ， 且 对 于 
i=l, mi1<0, 则 M"!>0. 

证 明 。 令 4=max m,， 入 =p1 一 M， 则 是 一 个 具有 
TEST ROEM, HOUR PTE... 必定 等 于 它 的 谱 
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roK) PLE, 车? 是 天 的 一 个 特征 值 , 是 相应 的 标准 
化 的 特征 向 量 ，| 久 | 是 以 了 的 相应 分 量 的 并 为 分 遇 的 向 量 ， 
则 
fA, =| X KX| <I X K] X| Sån. 
这 样 一 来 ， 有 (并 ) =u-y, 其 中 ?是 M 的 一 个 特征 值 ,由 于 
是 正定 的 ， 所 以 ?是 正 数 。 从 而 ， 可 以 断定 PC(R)<& 和 


M-il -Ky =e (teu Ky = Soe it kiss, 


引 理 得 证 ， 

我 们 现在 用 此 引 理 来 证 明 (] +K) >00, HF ADO. 
事实 上 ， 因 为 +7 适合 引 理 的 假定 ， 所 以 (+4B)-! 这 0， 
从 而 

(I +hB)-! = (A-!1(A+hB))-! = (A+AB) -AF0, 
PATTER BELO MER TRAE AN, KINE 


G) = exp( —1B) = lim (r++ B) "So, 


下 面 ， 通 过 证 明 (13) 来 完成 定理 的 证 明 。 和 若 1 表示 分 量 

全 是 1 的 NW, 维 向 量 ， 则 (13) 也 就 是 《〈《 按 分 量 形式 ) 
G@MeAsi, 

PRRHEWS-l>o FNReEbAt RE, ME 
(A +kB) Ll SAet 

由 此 可 得 

(A+kB) Al = +k) eIl, 
FE, WAM, 


现在 来 证 明 B L0, 为 此 ， 我 们 扩充 基 沪 数 的 集合 
-199 = 


G). 1 =exp( -1B). 1 = lim (r+4-B)* “1<1l., 


{2;1s， 邯 增加 相应 于 边界 顶点 的 棱锥 函数 {Pn aih i, 。 

Rink, AWB RET. 所 确定 的 多 边 形 上 定义 的 那些 

函数 ， 所 以 设 有 必要 扩展 9 +。 按 与 前 面相 同 的 方法 ， 对 于 

一 个 内 部 顶点 ;和 一 边界 顶点 Pn,+ 1， 我 们 有 
(VP; VEN +150, 


NgoM, 
AFAA D 9; =1, MA 
j=l 
Ny N, N tM; 


Do = > (VoVo = (VOY Lv) 
iml la] lei 


My 


-2 (VP Ven, 20, 
l=l 


.这 便 是 所 要 证 的 结论 ， 从 而 完成 了 最 大 值 原则 的 证 明 。 定 理 
的 第 二 个 论断 是 头 一 个 论断 的 直接 推论 。 

在 一 定 的 假设 条 件 之 下 ， 最 大 值 原则 对 于 全 离散 格式 
(KECO, 19) 

(14) (8,0, 4), + (VU +1 =U"), 9x) = 0. 

六 XEON M=1,2,¢¢, 
U°=P,, 
仍然 成 立 。 

为 了 表述 我 们 的 假设 条 件 ， 设 rE2 BWP. ks 
的 三 角形 ， 用 6;,s 表示 从 已 ; 到 其 在 r 内 的 对 边 的 距离 ， 并 仿 
Sain 是 所 有 6i,* 的 最 小 值 ， 则 有 : 

定理 6 , 假设 2 ;的 所 有 角 三 x/2， 且 


(1 -ryka ， 
则 (14) 的 解 满足 
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min(0, min .(%))<U"(%)<max(0,maxV ,(x)),n>0, 
特别 地 ， “ 
WO", <M ale 
证 明 。 象 上 面 一 样 ， 将 格式 (14) 写 成 矩阵 形式 
a" = (A+HRB)-I(A~(1~ARB)a := GG", 
如 同 以 前 ， 我 们 和 需要 证 明 G4,x 之 0 和 Gi,x 1<1, 
对 于 向 后 Puler 格 式 ， 相 应 于 # = 1， 由 前 面 定理 5 的 证 明 ， 即 
可 得 到 本 定理 相应 结果 。 对 于 更 一 般 情 形 ， 即 KE[0,1]， 由 
引 理 4 仍然 有 (4+KRB) D0, J TREG, a 20, 现在 要 
求 4~(1~K)hB 之 0, 由 于 b; ,三 0，j 二 1 为 此 只 需要 求 
ü; —(1— wk; 0, 对 于 j = e Na, 
或 者 
(1-4) Allyp PS li 对 j= 1M, 


ive li?= >， Ov, «HIB, 


TEsud oP; 
. 1; 
io; 要 = ->D rR Dw, 
3 Tes Pe, 3 
所 以 上 述 条 件 关 
CWA Oey MOAI Ty 
Makin, HitthaeeeRie PER, A B. 120 
如 同 前 面 ， 我 们 有 
(A+t+kxB)* 1 SCA -k - 2B) 1, 


Gr, *LaCAtheB) (A-ekC1- OB) 1 <1, 
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定理 证 毕 。 

与 标准 Galerkin 法 的 情形 作 一 比较 也 许 是 有 启发 的 ， 为 
此 ， 我 们 考虑 全 离散 格式 

a" =( LARDB)-I(C4-(1-N)RD)ar 1 =G,,, 477, 
4+AxRD 仍然 为 正定 对 称 和 矩阵 ， 但 是 ， 它 的 非 对 角 元 素 并 不 
不 是 自动 地 三 0, 为 了 使 得 此 率 成 立 ， 我 们 可 以 要 求 

(15) (Pi pı) ERCP; VPO Fl, 
一 旦 此 条 件 满 足 ， 那 么 ， 和 前 面 一 样 ， 有 
(AtKkB)"*>0, MRA ERE 

(16) ajj; -—(1-K)Rb; ;>0 
和 设 有 印 角 三 角形 ， 那 么 结论 和 前 而 一 致 。 条 件 (16? 洒 之 于 


(Yi 的 沿 积 ， 
页 此 可 得 


(17) 49 ehas? 


g Onin ， 
这 是 (16) 的 一 个 充分 条 件 ， 

ATE APS), PEET, bye, rer ge, 
AM Dan Ne WA. FAS, Maj. 为 + 的 与 边 
P P RMT, {7 
LNS VM ile 
ive, lelve li’ 

AE RAERD 72 A, ERE AP ANE 1/2 
WEO, smin COSA; 1,5 之 0 和 
pD 


COSA; pay = 


| vo, vw d= ~ 6084; 0° VE; l le lvo. (fe rR 


= 一 -1 - pags ory 
= —COS@; yi 207 O07 eer Hs i] GA, 


man 


B, iniata A R HRT, A 


Disr 00 Ôi E 


Kk- 
二 ]2cosQi pye 


BA 
| pid HER | voi eve dx 


= ( 1 COSA; i ye 


ig ea 9) rv, 


所 项 (15) 成 立 的 一 个 充分 条 件 是 

《18) KRZ1/126,. /0,。 
但 是 要 注意 ， 关 于 4 的 条 件 (17) 和 (18)， 一 般 地 是 不 能 名 1 
被 满足 的 。 例 如 ， 世 x = 1/2， 上 二 述 两 个 条 件 只 有 在 


1 


52 - 14, v 
12 Omax [O y= g Omak 


pi 
€19) | Ôn <n 208 Orin 
NW, ARE Ric. WRT ,包含 一 个 非 等 边 的 三 和 角形， 出 


存在 一 个 大 于 /3 的 角 ， 在 这 种 情形 ，cs<1/2， 于 是 条 件 
(19) 要 求 Ssx 之 6w。 是 不 可 能 的 。 对 于 向 后 Euler 方法， 条 
件 (17) 消 失 ， 而 条 件 (18) 则 给 出 # 的 一 个 下 界 。 
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20 FEST FR YO a Sy CI 中 所 分 析 的 方法 族 中 
一 个 特殊 情形 。 引 理 2 的 超收 敛 结 果 和 相应 的 最 大 模 估 证 连 
同 降低 正则 性 要 求 和 的 估计 选 自 523， 定理 5 和 6 的 最 大 模 
原则 包含 在 [ 3 I, 


1, P, A, Raviart, The use of numerical integration 


in finite element methods for solvinz parabolic equa- 


tions, Topics in Numerical Analysis, ed, J, J, H 
Miller, Academic Press, PP, 233 —264 (1973), 

9, C, M, Chen and V, Thomée, The lumped mas 
finite element method for a parabolic problem, 7. 
Austr, Math, Soc,, Ser, B, To appear, 

3, H, Fujii, Some remarks on finite element analysis 
of time-dependent field problems, Theory and 
Practice in Finite Element Structural Analysis, 
University of Tokyo Press, PP, 91-106 (1973), 


第 十 二 章 HAH FA 


在 这 一 章 里 ， 我 们 扼要 地 讨论 一 下 不 同 于 前 面 所 考虑 的 
Galerkin 方法 的 其 他 一 些 方法 。 这 些 方 法 不 是 使 用 La (OA 
积 ， 而 是 使 用 其 他 内 积 陈述 半 离 散 问题 。 为 简单 起 见 ， 我 们 
把 内 容 限定 于 描述 单个 空间 变数 的 简单 抛物 问题 和 仅仅 考虑 
FARDE, 

考虑 初 边 值 问题 

(1) a,+4u=f, FIxCo,o WK, HAJ =(0,1), 

u(0,t)=u(i,t)=0, fo, 
u(e,0=V, 于 了 内 ， 
这 里 ， 
Auz = (au' ) +buy 
a 和 2 是 7 上 的 光滑 函数 ， 且 % 为 正 ，! 为 非 负 。 

设 r Mk RH, HH rS4, 1<k<r-2, S0=x,< 
<…<x%w=1 是 了 的 一 个 前 分 ， 设 

Si={XEC Dx yep) Ela fat, M; 

400) = XC1) = 0}, 
MA, RB, SANH*CDNAID, MHF ex=085 
X= 1 处 取 零 值 的 函数 广 ， 按 我 们 的 标准 YS (A = max(x, - 
Xd), 有 
(2) inf{lV ~ xl] + AV - xl. + hl ~ xla} 
<Ch'|\V\|,, 2s<r, 
引进 相应 于 4 的 双 线 性 形式 
AVW) = fcar" W' +bVW dx, 


WF LR ESB PEARa, [0,co) 一 3 
使 得 

(3) Alir, H+ (Aus Ax)=(f, AX), YXES,, 

t>0, W1(0)=V,., 
与 它 相 应 的 弱 陈 述 可 以 通过 在 ] 上 用 -49 乘 抛物 方程 再 积分 
并 对 第 一 项 作 分 部 积分 导出 。 这 也 可 以 认为 是 来 自 关 于 内 积 
A(，,*) 的 弱 陈述 . 
Alu p) + ACAu, p) = Af p); 

由 于 了 ~ Au=4, 于 %=0 和 *x= 1 处 等 于 零 ， 分 部 积分 一 次 便 
将 此 式 化 成 ( 3 ) 的 形式 。 7 

BoM AS WER, ITE RRL (8) SRE 
阵 形 式 

(4) B'A) +B e=] A), t>0, 

(0)=7, 

HHS FB, TRTI AP s POMA, Api) X 
FE, BOMB ERREEN. BR, Wo, (4) 的 解 
存在 而 且 唯一 。 

如 同 抛物 问题 的 通常 分 析 ， 需 要 单独 地 研究 相应 的 定常 
问题 ， 于 此 这 就 是 两 点 边 值 问题 

(5) Au=f， 于 了 内 ， 

u(0)=u(1)=0, 

因此 ， 这 里 需要 考虑 的 离散 问题 就 是 求 ws ES,» 使 得 

(6) | (Aui, AX) =(f, AX)» YLES 

容易 验证 ， 这 个 Galerkin 陈述 ， 实 际 上 等 价 于 最 小 平方 
根 法 ， 即 求 wE35， 使 得 |4us -~ 败 尽 可 能 的 小 。 

我 们 从 证 明 如 下 结果 开始 。 

引 理 1 。 设 w4 和 4 分 别 是 (6) 和 ( 5 ) 的 解 ， 则 
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Jus -ulj + Al Cua =" >|] + APIC =u)" |<CH Illes 
2<:5<7; 
gi 
Ju, —al]-,<ch***||ul],, 2<s<r, 0Xg<r-4y 
HRI I- =sup{ Vv) /Iell, peH}, a>0, 
证 明 WRB e=u,-u, RIA 
(7) (Ae, Ax) =0, YXES ay 
RMF YES, A 
| Aell?=(Ae, ACx-u))<AelACy-s)fl, 
从 而 ， 由 (2)， 
(8) || Ae siat AC —4)}<Ch*~* lu], 


不 难看 到 
le I< Ciel, 
于 是 关于 二 阶 导数 的 估计 得 证 。 
现在 来 讨论 负 模 估计 ， 作 为 一 个 特 珠 情形 ， 它 包含 
工 ,~ 模 估 计 。 我 们 将 证 明 
Iep) <Ch** ul, lol. 
AEM, SFRER P, 9y RAW 
A*p=g, FIK, 
9(0) = .49(0) =$C 1)=40(1)= 0， 
HR. CARRERI, 
1 人 ss<Cllej 
利用 分 部 积分 和 边 值 条 件 ， 可 得 
Cesp) = (e,A*$) = (Ae, Ap), 
TE, 根据 (7 ), (8 ) 和 (2), 有 
(e,9) = (Ae, AC ~ XD) <I] Aelfintll Ace ~ x4 
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< (Chju) (Chet YP] a SCH the] lle 

此 即 要 证 的 估计 。 
最 后 ， 对 于 一 阶 导数 ， 我 们 有 

a le’l*<CA(e,e)=C(Ae, e) <C|| Aelfllel] 

<(Ch*~*][ul] (CA full) = (Ch uhl)”; 

定理 证 完 。 

我 们 还 将 证 明 ， 对 于 近似 函数 至 多 是 二 次 可 微 的 情形 ， 
TM 4k=12, 误差 在 章 分 节点 上 具有 超收 敛 性 。 对 k= 
1 的 情形 ， 误 差 的 微 商 也 有 这 样 的 性 质 。 

引 理 2 ” 设 z 是 剖 分 的 一 个 节 点， 并 设 w 和 2 分别 是 
(6 ) 和 (5 ROR, We 

(ui) — u(r) Ch? -lu ， 当 =1 或 32 时， 
ju, (E) =u! (E) KCh? 24k = 1 时 。 

证 明 令 G =G "是 两 点 边 值 问 题 ( 5 ) 的 Green 函数 ， 则 
( 5 ) 的 解 可 以 表示 成 

(9) ` u(x) =(f,G*)=(Au,G"), 
a, Eeg TG, TRS WRAF, Moat fe RVE 
HAH DAE 

C10) V(X)= (AV, GF) = (AV, ATG*) = (AV, Age). 
ERATE BE CI) NC*( 人 {XR}) ， 则 有 go€EC3C7) NC” 
UNG@PNAIG), FEARS A, 因 此 对 <2 
有 

(11) alloy。 - Xlle<Ch'-*, 


现在 , 应 用 (10) 于 e= 几 -2 RECT), HERES, 
有 
e(F) = (Ae, Ago) = (Ae, Algo = X)» 
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因此 ， 利 用 (11) 和 引 理 1 ， 得 到 
le(z) | <Chel infla. - xls<Ch’" sill, 


这 就 是 引 理 的 第 一 个 估计 。 
微分 (9 ) 式 ， 我 们 得 到 
ul (x)= 一 (Au, 2G )s 


oo: -1(£c") 


x 
fixe 


.， 类 似 于 上 面 则 有 


e'(®) = (Ae, Agi) = (Ae, ACgi-%))s ¥xES i. 
HFG (yyy = x 有 简单 的 不 连续 性 ， 即 


HRECUMINC*UINEV NAIC), Bl, WFRA1; 
inf lg, — x lla <Ch° 3, 


从 而 ， 
fe’ (x)| <Cllellsinfllo, - x la <C tule. 
xea; 


至 此 定理 证 完 。 
现在 已 做 好 分 析 抛 物 问 题 误差 的 准备 ， 我 们 将 利 几 椭 加 
投影 Ps,: 玉 ?1 了) 站 全 A(1)->S;， 它 相应 于 解 定常 问题 的 方 溉 
(6), 也 就 是 说 ， 
(ACPsu— u), AX)=0, ¥XES i, 
由 引 理 1， 有 
《12) Pau- ull, <Ch?~*|lu]],, 
对 于 - (r- 4)<a<2<es<r, 
我 们 从 下 述 定 理 开始 ， 
定理 1 设 心 和 分别 是 (3 ) 和 (1 ) 的 解 , BV LRP, 
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则 有 ， 
[u -uD Ch (uN, + edo? } 
和 
hijes E) = utt] 二 下 | 人 (区 一 区 四 入 CA 下 ,十 
(fl, Ids", 
证 明 把 误差 写成 
u,—u=(u,—-P,u)+(P,u-u)=9+ 2; 
(12) BEA 
fect + Allo) +R oc) l2<Ch'fucé fe. 
为 了 估计 0， 我 们 注意 ， 对 任意 YESi， 
A(6,,%)+ (AI, Ax) = -ACP X) = ~ (Pr, AX) 
Rx=61, © 
ACB 8,) +5 IAB)? = ~ ACO, 8) 


LAP: P)? AO, 0, 
因 6(0) =0， 由 此 可 知 
ZON 4(pupods<C|， lip .\lids 
从 而 ， 由 引 理 1 ， 
I etd AE 
类 似 地 ， 取 X = 9， 可 得 
J10, 9) +I AO||? = ~ (Cp,, A0), 
于 是 
oc (f herds) “seca (| tu 12- ids), 


i=0,1。 
综合 以 上 估计 ， 定 理 得 证 。 
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Fy wi BH EEE RUE AT A Ee A 
果 ， 我 们 简单 叙述 一 下 第 六 章 的 方法 用 到 这 里 所 需要 的 更 
KM, OT. :L¢D-S, 是 离散 问题 ( 6 ?的 解 算 子 ， 则 

(13) (AT fF, Ax) =(f, AX), VXES:, 
象 以 前 一 样 ， 令 了 表示 连续 问题 的 解 算 子 ， 则 引 理 1 的 估 
计 可 以 表述 成 
17Tif -TH <Ch lF -e 3-C -4) Sd<2<s<r, 
对 于 fE 瑞 3(T)， 定 义 (13) 也 可 以 写成 


‘AT Ff, AxX)= A(f,X), YXES':, 
特别 地 有 


(AT,f, AT) = ACF, Tg9), YF SEH), 
AIER: 7 ;在 及;(1) 上 的 限制 关于 内 积 AC.) 是 自 
共 罗 、 半 正定 的 ， 同 时 ， 落 进一步 限制 在 9“ 上 则 为 正定 的 

使 用 这 些 记 号 ， 抛 物 问 题 ( 3 ) 可 以 叙述 为 
Tita tu,=T yf, feo, 
u,C0)=V as 
于 是 ， 在 第 二 、 三 和 六 章 里 所 建立 的 技巧 便 可 以 运用 了 。 误 
差 方程 具有 形式 
Tie, te=p=(7,-T)Au=(P,~-I)u, 

记 住 ， 在 现在 的 分 析 中 ， 所 用 的 基本 内 积 是 .4(。。")， 由 第 
二 章 引 理 3 ， 我 们 有 


[m= MCI =H + Caf Ue 


+f ulas}, 
0 


对 于 齐 次 方程 ， BY =P VEHAC, DEX, MA 利 
用 第 三 章 定理 2 的 技巧 可 证 
my (t) 一 区 (和 CR 
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象 第 六 章 那样 ， 也 可 以 定义 离散 的 负 模 和 相应 的 内 积 ， 
但 是 ， 这 里 是 与 如 ;7) 相 关联 的 ， 所 以 ， 它 们 的 定义 应 为 
VW), =ATHOV— WD), 

Vilas. = ,Vy 
象 在 第 六 章 的 引 理 3 中 那样 , 容易 证 明 ， 对 于 OSs<r-2, 
VEH MOREA |. = (TV, VO , 
Ys SCAPI- +A 7), 


IPI- SCAP esa FAV. 
Ain, HF s=0oMVEHIM), RNA 
NV, SATV, V= CATV VS AT PWV 
<C(IACT V -TV+ NVI SCIFI. 
用 第 六 章 定理 3 同样 的 证 明 方 法 ,利用 这 些 离散 负 模 可 以 
证 明 抛 物 问 题 的 下 述 负 模 估 计 。 
定理 2 。 设 0<s<r-4， 并 假定 广 ,满足 
| 一 天 -二 下 一 天 CR 天 二， 


DRORTIOI ECK {IM + 人 leeds}, 

这 里 ， 我 们 不 给 出 证 明 的 细节 了 。 

同 第 六 章 的 状况 类 似 ， 还 可 以 证 明 形 如 

(14) (Dicu) ull- SCG, uh, -2<s< 
"~ 4 的 估计 。 这 种 估计 同样 可 以 用 来 推导 当 S, 的 连续 性 阶 
& 较 低 时 ， 在 节点 处 的 超收 敛 估计 。 这 时 我 们 有 

定理 8 。 设 x 为 市 分 的 一 个 节点 ， 并 令 W， 和 4u 分 别 是 (3 》 
和 ( 1 ) 的 解 ， 若 = 1 或 2, 则 对 于 e =u -uf ”>>0， 有 


(15) {eCz,t)| SCIh DI el +h Diels 
` 1 一 0 
十 | el -ss}。 
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当 h=1 时 , ZEE, 0] el Ea. 


证 明 。 如 同 在 引 理 2 的 证 明 中 那样 ， 我 们 有 有 
e(ztf) =(Ae, Ago). 
+ 
LV ,W)=AW.,W)+(AV, AW), 
和 第 六 章 定理 7 的 证 明 一 样 ， 


e(x,t) = (Ae, Ago) = 31 (-1)'L(Dje, Tigg) + 
了 一 0 


(一 1)"** A(Di*'e,T* go)。 
注意 到 


L(Die, x) =0, VXES',, 
则 得 
[L(Die,Tigo)|=|L(Die,Ti go- x)| 
<Cink Di ell: lT go xls + 1DrelslT go- xla) 


<C HDi elli th'~*|[Diella), 

KEHAT TigeEC?DNCUNE) NA DRRR. È 
一 步 ， 

|AcD'it!e,T"go)|=1(T"D't!e, Ago)| 

<C|Dittell-2:3 
这 就 完成 了 (15) 的 证 明 。 关 于 6e/6x 的 证 明 是 类 似 的 。 
与 形 各 (14) 的 适当 的 估计 结合 一 起 ， 我 们 可 以 得 到 
le(x,t) | 二 CG,w)h?'"*， 当 k=1 或 2 时 ， 


ðe z 2r- AY = ; 
| 2 0)| cc , a k 1 时 。 
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RH, RNEACI WANA, APART 
一 个 Galerkin 一 Petrov 方法 。 这 个 术语 表明 试探 函数 和 检验 
函数 是 从 不 同 的 空间 选取 的 。 设 0= XQ << Ky HLF 
1 的 一 个 剖 分 , + 各 为 整数 ， 且 满足 r>>1 和 - 1k<r-~ 
2。 我 们 把 

a = {xEC Ds Xa spEN: 1, f=1,.",M) 


作为 试探 函数 空间 ( 这 里 ，C-”:(7) 解 释 为 Zs(7) ) ， 而 把 
V, = {ocC oje, prp ET ,nr1, j= 1, °°,M; 


@(0) =@(1)=0}, 
作为 检验 函数 空间 。 
ER, WS, 设 有 指定 边界 条 件 ， 六 ;的 连续 性 的 阶 和 多 
项 式 的 次 数 均 比 S; 高 两 阶 .一 个 有 趣 的 选择 是 = ~ 1。 此 
时 ，S; 的 函数 在 剖 分 的 节点 处 可 能 间断 ， 而 斑 , 的 函数 是 连 
续 可 微 的 。 
我 们 要 讨论 的 半 离 散 方法 为 求 wu :C0, co) 一 S$、， 使 得 
(16) (#,,,0)+(u,,Ao)=(f,@), YoCcV,, t>0, 
ui(0) =V, 
其 中 ,是 上 在 S ,中 给 定 的 近似 ， 而 (。。) 如 通常 那样 ， 表 示 
Ls( 了 ) 中 的 内 积 。 下 面 将 看 到 ， 了 眼下 的 方法 也 可 以 解释 成 一 
个 通常 的 Galerkin 方 法 。 然 而 ， 它 是 相对 于 Hi) wee 
闻 的 内 积 ， 我 们 称 此 方法 为 囊 -: 方 法， 就 是 因为 这 个 缘故 。 
为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 引进 两 点 边 值 问题 
-中 = 于 7 内 ，&L(0) =U1)=0， 
HRATT HERV =T Sri AFT EL 上 是 正定 
的 ， 因此 我 们 可 以 定义 内 积 史 , 丈 ，= ( 瑚 ,To 到 ) 以 及 相应 的 
WIV |= Vivo? 。 实 际 上 ， 
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anD (V2? =V,TV)=- CTV) To) 


= (TeV 
同时 容易 证 明 
VW) CT V)',W') 
CiVie VW) = SUD 一 一 一 一 
soup, We aa WT: 


<C|V|, C>0, 

所 以 ，|*| 是 及 (了 对 偶 空间 上 的 一 个 范 数 。 叉 令 
BVW)=(V,AToW)=(V,aW)+(V, AT W), 
HAV = —-a'V'+ OV, 那么 可 将 (16) 写 成 通常 的 Galerkin 

方法 的 形式 

(18) ta 20 + BC, = Cf VE FeO, 
因为 由 (17)， 

aD F, ATW), SCI IIT Vlas 


CIV ICT ISCI I, 
故 有 


Blu,u) = Va ull? + Cu, Ai Tou) Co Null — «ful ?, 

经 过 变量 代 换 六 =e-*'4 以 后 ， 方 程 (18) 具 有 形式 
Bi XB, X= $, O, ¥xXES,, 

其 中 B.CV W)=BV W)teV WoREEN. RUKE 
定 这 个 变换 在 开始 就 已 经 实行 ， 因 此 我 们 保持 方程 的 原始 形 
式 (18)， 但 是 满足 

(20) BCu,uyeColluil*. 
然而 ， 我 们 需要 记 住 ， 这 样 做 在 最 后 结果 中 可 能 要 添加 一 个 
因子 ec” 。 

为 了 分 析 ， 引 进 椭圆 投影 Q = Qula DaS. C ATF 
式 定义 

(21) B(Qu-u,x%)=0, VxESi, 
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Qu 的 存在 性 和 唯一 性 可 由 B(。,*，) 的 正定 性 得 到 保 证 ， 下 面 
引 理 需要 定义 | 


lul- =sup P 
ceH ly iil, 


议 下 仅仅 用 到 4 = 0 和 1 OTT. 
引 理 3 ， 对 于 O<g, s<r, 有 
(22) |Qu—ul]_,<Ch***|lull,, 
证 明 。 已 知 对 于 S; 上 的 标准 Ls 一 投影 。， 有 
(23) ||Pou- ul] = influ xlsCh lls 0<s<r, 


让 (20) 和 (21)， 我 们 得 到 

CollQu- ul ®@<B(Qu—u, Qu-u) 

= B(Qu- u, Pou 2u) <C |Qu -ul || Pau- ull, 
从 而 ， 册 (23) 我 们 有 
(Qu ~ ul] <C P ou- ul Ch" lull. 

为 了 证 明 (22) 对 于 4 之 0 成 立 ， 对 于 gELs(7) 定义 函数 
EL2(7) 为 方程 47o$=9 的 唯一 解 。 少 可 以 这 样 来 找 ， 首 
KAM, do=p, TIA, 0 (0)=@(1)=0 确 定 @= 
Tov, Rasps -o”, ER, 

Wl =P oP CIT vl .e<Clel.. 
现在 ， 我 们 有 

| (Qu =u, p)| = | (Qu ~u, ATo$)| = |B(Qu-u,%)| 

= |B(Qu ~u, 4- Pp) <ClQu - ulil- PoP 
LCh' +e luli Ply» 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 

下 面 ， 我 们 就 开始 对 抛 构 问题 作 误 差分 析 ， 首 先 对 光 江 
部 情形 建立 一 个 误差 估计 。 

定理 4 wu, Must HBCU) MC 1 ) 的 解 ， 则 对 于 每 个 
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了 >>0， 存 在 常数 C = Cr， 使 得 对 tE [50,T3 有 
hua = ONECIV -V+ Ch {Vile 
1/3 
+ hull + (filo ds) } 
证 明 。 令 
C24) u,—u= (ui— Qu) +(Qu-u) =O+p, 
由 引 理 3 ， 立 即 可 知 
oct) |] = QUH — uC) || <CA’ Jad) |e. 
根据 定义 和 标准 记 法 ， 我 们 有 
(25) ‘0,,X +BCO, X= — <P 1X9 VXES ie 
到:%= 0, 并 注意 由 (19) 有 
B(8,8,)=(0,00,) +, A,T 01) = grla ll? 


+£(9,A,T 09 3 Fella"? Ol? Cha"? 414.1, 


由 此 得 . 
19， Pao L ars Gj? = ~ ¢0,,0,> m0, A:T a) 
KEP? + lla? O + laetis, 


(26) -Lle OC pd? + her Oy, 
于 是 ， 出 Gronwall 引 理 ， 
la ?0 ae lae? 20Col2+C| e'O] p, (s)| ds; 
或 者 ， 对 有 限 的 4， 
losco d eddo, 
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这 里 ， 利 用 引 理 3 A 
JAO = Vi, -- QV I<] ~ V+ Ch IVI,» 
和 
lprl<Clp -< Ch luill: 
于 是 


Cf 1o, t2dsy'? Ch f'id, 
0 a 


综合 以 上 估计 即 证 明了 定理 。 
对 于 齐 次 方程 的 特殊 情形 ,我 们 有 下 面 的 结果 。 这 里 象 
在 第 三 章 里 那样 ，H' (了) 表示 由 模 
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Wien = (LAW ,pg;)’) 
‘fut 


所 定义 的 空间 ， 其 中 {4;}? 和 {p17 是 4 满足 边界 条 件 p,(0) 
=p; (1) =0 的 特征 值 和 特征 向 量 。 加 

EES, wu, 各 分别 是 (16) 和 (1) 的 解 ， 假 定 VE 
AU CDALS = 0， 则 有 

lus) -uA <CIV -V+ Ch I, 1<7. 

其 中 C = Cr 依赖 于 7。 

证 明 。 此 定理 的 结论 可 由 定理 4 立即 导出 ， 这 里 如 同 第 
三 章 ， 只 要 注意 到 


MeD <Chu = Ch he i ,pi)” 


<E AV 9, Y =C Paa’ N 


和 


i t’ 
(ister ds <f’ lulta: ds 
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<c| Yate -3445 V, p; )’”ds 


fel 


CT +1(V ,mp;) fe -34 ids -CE (V.9,)? 


jel 


<CIV IE, 


我 们 以 证 明 如 下 非 光滑 初 值 的 误差 估计 来 结束 这 一 章 。 
定理 6 。 设 4 和 4 分 别 是 (16) 和 (C1) 的 解 ， 并 假设 信 , = 
Po 和 f=0， 则 有 (C=Cr) 
unt) uD tT PV, o<t<T, 
证 明 。 下 面 我 们 证 明 
(ust) ~ uH Chk IV], OEST. 
和 第 三 章 完全 一 样 ， 通 过 一 个 迭代 论证 ， 由 此 即 可 证 明 期 望 
的 结果 ， 
仍然 将 误差 分 成 (243 中 那样 的 两 项 同时 注意 由 引 理 3 
和 标准 的 谱 方法 ， 
Wocty||<Calluct) |, Ch (Vl, tT, 
为 推导 对 2 所 需要 的 估计 ， 首 先 利用 误差 方程 (25) 证 明 


(27) eo + pO + KGI E 


|p] *)ds}, 
然后 注意 到 由 此 可 以 导出 
(28) E? OC) CAV ||, <T, 


这 样 就 完成 了 定理 的 证 明 。 
为 了 证 明 (27) 式 ， 首 先 用 如 乘 (26)， 得 


Larja? ON) <Ct tps ?+ CHa’ aI, 


对 : 积分 之 后 ， 则 得 
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(29) PNAD seas+ | slo as. 


为 了 估计 后 一 个 积分 ， 我 们 在 (25) 中 取 % =9， 然 后 乘 以 1， 
BCS 


z z elole )+1B(0,0)= -tpi0 + Slat? 
<Ct*|p,|7+C]4|?, 
再 利用 (20) 式 ， 得 到 
(30) | epas<c| solarc| 16] %ds, 


为 了 估计 后 面 那 项 ， 现 在 对 ! 积 分 (25) 以 得 
<O(4), 20 + BCR, > = 000),X + <P) ~ P(E), ID 
| = $1), %, 
其 中 RD -| 6¢s)ds, ¥(#) =6(0)+p(0) — p(t) ， 选 取 X%= 


6(f) = Ri), 得 到 
JO)? +5 an Ril? = <4, -(R, A,T 9), 
AT HUDE l 
012+ 4-4 pat Ri) <1ol1 6] + CIRIO, 
或 者 |+- 2 Jan? RCY + ja? Ril*), 
由 于 R(0)=0， 现 在 由 Gronwall 引 理 有 
人 epasc| pes es 
这 个 估计 与 (297) 和 (30) 结 合 起 来 给 出 
‘ojo <C| (sslo 1?+19g1?)as 
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<C#16¢0) + econ? +C| ssioll?+1ol??ds， 


此 即 (27) 式 。 
TEE 
\8(0) + 000) =(Va-VI<ClPV-V I. 
HP#@ABFP EAREN, 
IPV -Via = sup EKo 
oemi føll 
V,(Pa-I Pap- 
, sup, +e Wy a PSI a eee 
<CAIV Il, 
于 是 


(31) 18o eO CH, 
一 步 ， 再 一 次 应 用 引 理 8 以 及 ( 1 RE THREE, R 


们 有 
|e(s)|<Ch]]uCs) |< |}, 
又 由 解 算 子 的 光滑 性 质 知道 
s| oS) | Chs] (ECRI Iy 
从 而 ， | 
| ee 2 4 |p(s)|*)ds<Cht\[V ||? 


这 样 ， 由 (27) 和 (31) 我 们 可 结论 ， 对 于 有 界 的 六 
HOOP SCRI |}? , 
这 就 是 (28) 式 。 定 理 证 毕 。 
结尾 ， 我 们 指出 ， 这 里 的 工 ,误差 估计 ， 虽 然 从 外 观 上 上- 
看 类 似 于 我 们 前 面 的 二。 估计， 但 从 其 性 质 来 说 ， 是 不 相同 
的 。 对 于 有 目下 情形 ， 与 前 面 结果 类 似 的 应 该 是 五 ”一 模 佑 
计 ， 这 里 的 结果 应 该 看 成 是 与 标准 Galerkin 方法 的 五 一 估计 
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相对 应 的 。 
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第 十 三 章 一 个 混合 方法 


在 这 一 章 里 ， 我 们 将 讨论 模型 抛物 方程 的 一 个 有 限 元 
法 ， 它 是 基于 问题 的 一 种 混合 的 陈述 。 在 这 种 陈述 中 ， 解 的 
梯度 作为 独立 的 函数 变量 被 引进 ， 其 近似 是 在 一 个 不 同 于 解 
自身 的 有 限 元 空间 中 寻求 的 。 这 个 方法 的 优点 在 于 解 的 梯度 
是 按 解 自 髓 的 精度 阶 加 以 近似 的 。 

RNA 是 一 个 具 光 滑 边界 的 凸 的 平面 区 域 。 我 们 首先 考虑 
定常 问题 


(1) -Au=f， FOR, 
u=0, EIQ E, 
车 引进 解 4 的 梯度 作为 新 的 变量 ， 则 问题 ( 1) 又 可 以 表示 成 
-divo =f, FAH, 
(2) o=yu, FAR, 
u=0, 在 922 上 。 


记 Ls=L(0) 和 日 = {w=(w,,w,)CL3, divweLs}, W) 
(4 c)EZL xx 已 也 是 如 下 变 分 问题 的 解 
(3) (divo,g)+(f,9)=0, Wels, 
(o7,w)+(u,divw)=0, ‘+ Y~wedH, 
Bh +, RRM LAR, ER, 边界 条 件 4= 0 隐 含 
在 方程 (3) 中 。 用 wm 表示 30 的 外 法 线 方向 ， 由 Greer 公式 有 


(o, w)= — (u, div w)= -| „ye nds 十 (Pu w), ywEH, 
- 2 


从 而 ， 形 式 地 于 0 内 o = Vu 和 在 32. 上 4u= 0， 
BS ;和 瑟 , 分 别 是 Ls 和 瑟 的 有 限 维 子 空间 ,我们 将 考虑 
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(2)《 或 (3) BUFER, ARG, DES X Ha, 
使 得 
(4) (divo, xX)+(f,X)=0， YXES,, 
(Tr, P) + us, divp) = 0 YEH. 
现在 ， 我 们 来 描述 子 空间 S MH WRF, CEATH 
Raviart 和 Thomas[13 所 引进 的 一 对 空间 旋 。 
设 ,是 反复 用 过 的 O 的 拟 一 致 三 角形 前 分 ( 参见 第 一 
章 ) ， 并 令 
Si = {XELs;X1: 为 线性 , 半 7EF 1, FONQIA, X= 0}, 
这 里 ， 设 有 加 路 过 内 部 单元 边界 的 连续 性 要 R, 为 了 定义 
Hs 令 + 是 5 一 平面 上 标准 参考 单元 ,其 顶点 为 P。= (0， 0), 
Pi=(1,0) 和 Ps = (0,1), HSARAT bP =: Be) 
€773 作 成 的 空间 ， 这 里 
<5) 4 = Oo tO, £, +033 +0] +8185), 
=Bot Bids + Bobs +Bs(é; £,4+&3). 
aaan Bjen SAIR. WEES 1, RF. EM 
z 到 z 的 一 个 仿 射 变换 ， 
x= F.(E)=B,E+ bs, 
其 中 Bs 是 2 x 2 阶 矩 阵 ，bvER? 再 设 
H(r)={y=Br$ Fi, Rape A}, 
对 于 具有 两 个 顶点 在 9Q 上 的 三 角形 rE 水 , ,我们 定义 7 是 7 
自然 扩张 的 具有 一 条 曲 边 的 三 角形 ， 对 于 多 ;中 其 余 三 角形 
WSs =T。 然 后 ， 定 义 
Hy =(p= (bi PCH, PZE pl EHO), VES a}. 
则 此 空间 由 齐 分 .二 ,上 分 片 二 次 多 项 式 所 组 成 ， 它 们 具有 由 
H(t) 的 定义 所 隐 含 的 特定 形式 ， 对 于 曲 边 三 角形 ， 这 些 多 
项 式 延 拓 至 曲 边界 。 
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让 我 们 注意 ， 若 p = (pi 92M 0 = (9 PDDE 
ETIT E HASH (WEL RRO, Mes) 
= 了 9(2， 于 是 它们 的 法 向 分 量 在 相应 的 边界 上 是 成 比例 
的 。 事实 上 ， 着 ?是 了 的 某 条 边 8 上 的 法 向 量 Br, W 

pen | = Bz pen spe, Hh? =(B; ri 
其 次 ， 若 这 是 6 上 的 一 个 向 量 ， 则 它 在 的 相应 hd Lia 
为 B。 访 , 且 
(BV) =V (BIR) =D on = 0， 
于 是 ?是 6 的 法 向 量 。 

MOB HERE 8 Ven 在 z 的 每 条 边 上 两 个 点 
处 的 值 ( 6 个 条 件 )， 再 加 上 ,和 $s 在 zr 上 的 平均 值 (两 个 
条 件 ) 可 以 取 作 这 个 空间 的 自由 度 。 按 通常 的 方法 ,为 了 证 
明 这 些 值 唯一 地 决定 互 (z ) 中 的 一 个 元 案 ， 只 需 证 明 唯 一 性 
RET. AKAN, 首先 注意 % 的 法 向 分 量 在 3Q2 上 是 线性 的 ， 
这 是 因为 ， 从 上 面 我 们 知道 ， 在 参考 三 角形 上 此 事实 为 真 ， 
并 于 其 上 有 
—2=—Bor Biss, PoP: bs 
a 一 ?: = =a m Aske, TEPoPs by 

. Tpit IDe TL ao + Bot st Ba + Bs) 
+ (2; +81 ~G2—- 8s +0,—-85)81}, 在 pips. 
特别 地 ， 若 yz 在 + 的 每 条 边 上 两 点 处 的 值 等 于 0 ， 则 同样 的 

ENT snd i RO? 上 也 成 立 ， AER 
= 8, =@,=B8,=0,+4,=B,+B,= 

于 是 多 简介 为 - 

$ =a,é, (1 =É, E), P a =al -É £2), 
HFE EM -é EEr LEEN, UL, 49 MPs 在 
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了 上 的 平均 值 等 于 0 时， 还 有 w = 8250, APE TAY = 
0 和 于 rt 内 $= 0 。 

为 了 进一步 地 阐明 AL, 的 定义 ， 我 们 回忆 在 H EX 
中 ，XYE 吾 ,的 条 件 是 要 求 divryEZ。 并 注意 ， 这 等 价 于 要 求 
Xe 在 跨 过 内 部 单元 边界 时 是 连续 的 .事实 上 ,车 divxELs， 
则 

(divy,~)=--(%,79), *?WeECS(Q), 

另 一 方面 ， 考 虑 具有 一 条 公共 边 的 两 个 相 邻 三 角形 ri 和 rs 
Hho 的 支 集 含 于 它们 的 并 集 内 ， 分 别 在 每 个 三 角形 上 应 用 
Green 公式 ， 可 以 得 到 


(div x, p) =| _ Cxemoes +] o ds- (x, 7p). 
号 式 表 明 ， 在 ti 和 ?7s 的 公共 边 的 两 侧 ，xX。 的 值 除 符号 外 是 
一 致 的 。 

总 之 , 我 们 得 到 结论 ，%。m 在 .2 ,的 每 条 边 上 两 点 处 的 值 
和 % 在 所 有 三 角形 上 的 平均 值 唯一 地 确定 五, 的 -~ 个 元 索 p 

我 们 首先 是 要 证 明定 常 问题 的 如 下 误差 估计 。 

定理 1。 离散 问题 (4) 具 有 唯一 解 (r,,0.)€S,xH,, 
令 (u,0) = (4, Vw) 是 (2) 的 解 ， 则 有 

lu — ul] <CA? fullas 
和 
Wo, = oS Ch huls s=i,2, 

定理 的 证 明 要 求 某 些 准备 工作 。 在 下 面 的 引 理 1 中 ， 我 
们 构造 一 个 有 用 的 播 值 算 子 。 

引 理 1。 存在 一 个 线性 算 子 Q= Qi: H>H. E 

(6) (divQu,X) = (divw, x), YES wEH, 
(7) Qw- wsch wl  s=1,2, 
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和 
(8) Qolsa. 
证 明 ”我 们 定义 如 下 Q, 
(9) | (Qu —wends =f. s(Qw-w)end=0, 


对 于 2 ， 的 每 一 条 边 9; 
和 


(10) [_<Qu-wrdx=0, WER TET 1. 


由 前 面 的 讨论 容易 看 出 ， 用 上 上 述 条 件 可 以 在 每 个 rE2 ;上 
定义 Quw， 从 而 由 延 拓 ， 在 每 个 了 上 也 有 定义 ， 同 时 所 得 的 
Qu 属于 万 ，. 

第 一 个 性 质 (6) 可 由 在 每 个 + 上 应 用 Green ARGH A 
为 X 是 线性 的 ， 则 PX 是 常数 ， 于 是 条 件 (9) 和 (10) 表 明 


| div (Qw - w) ydx 


=Í X(Qw-w) ends- f Vx (Qw-w)dx=0,. 
ar T 


由于 在 ;的 外 边 Xx= 0， 故 (6 ) 成 立 ， 引 理 的 第 二 个 论断 可 
FH Bramble Hilbert 引 理 《 例如 可 参看 [ DD 得 证 ， 因 为 在 每 
个 r 上 Q 显然 是 再 生 线 性 函数 , 并 且 在 参考 三 角 元 上 引 理 要 求 
的 有 界 性 条 件 是 满足 的 ， 即 


lwllet) + lls, SC s 


最 后 ， 不 等 式 (8) 可 由 (7) 立 即 推出 。 

在 下 一 个 引 理 中 ， 我 们 证 明 一 个 稳定 性 结果 ， 在 下 面 关 
于 存在 性 和 唯一 性 的 证 明 中 需要 这 个 结果 。 

引 理 2。 存在 一 个 常数 C， 使 得 对 于 六,《 2, 和 满足 下 式 
hw =(w,,w.) EL, 


A? s=1,2, 
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(11) (wp) +V,,divy)=0, VCH, 
有 
(12) IPs Cel 
证 明 设 p《 工 -和 9 是 下 述 问题 的 解 ， 
(13) -Ag=9, FOR, g=0,. ab. 
那 未 ， 利 用 (6) 和 (11)， 可 得 
(三 20)= =V, divyg) = -V,,divQyg) = (w, QV9), 
因此 由 (8) 和 标准 的 椭圆 正则 性 估计 ， 有 
KERDI ES CIOE [Vall 
<Cllwlllgls<Cllwlllgll, 
即 (12) 式 成 立 ， 引 理 证 完 。 
要 注意 ， 在 每 个 rE3 上， 对 于 EH 有 divy € 771, 
ie divy 在 Qs 上 的 限制 等 局 于 5; 中 的 一 个 元 素 。 然 而 ， 由 于 
AXN, 一般 说 来 divy 并 不 属于 5,, 但 属于 
={7€ELs: j (FEM, YET ah. 
在 下 述 引 理 中 ， 我 们 将 考虑 往 S, 上 的 工 > 投影 算 子 6 的 一 个 
BER 。 此 算 子 是 以 了 ,为 检验 空间 。 
513. iP ¿La >S GTR 
(14) (CV, E=, 2» VEE Ša 
则 
WP VY -VISCII HEIRE = 0 时 。 
证 明 首先 注意 (14) 式 在 S, 上 唯一 地 确定 EV, BAF 
Q/Q, 内 ,VV= 0 ,所 以 若 广 = 0 ， 则 有 
(BY, xX)=0， XES 
熟知 
(15) PV -VSCh NY ls, 
这 样 ， 为 了 证 明 引 理 的 估计 ， 我 们 把 衣 , 与 P, 作 一 比较 。 为 


一 228 ~ 


此 ， 对 于 XE€S，, ST 代表 它 在 5 中 的 关联 元 素 ，8& 与 x8 
Q ERFAR., WUDA 
(KV ~ PV, XxX)= (Fy, X= (PY, X) 
e =Vii—x) 


= | wei x< Voom feline 


注意 ， 对 * 和 /一 致 地 有 
Zl oN ECHR) gion VEŠ" 


lgliz yaan CR co» = CHxll, 
这 表明 
NB oY ~ PISCI Wi, oes 
由 于 对 QN0Q, 的 每 个 点 x;dist(x, 0Q)<Ch?, Bl, BV dQ 
上 为 零 ， 则 有 
|W tany Ch AV lia casan 过 CH 大， 
对 于 如 此 之 广 可 以 结论 
BV ~ PVII 
此 与 (15) 式 一 起 即 完成 了 引 理 的 证 明 。 
下 述 最 后 一 个 引 理 是 关于 4 的 误差 估计 证 明 的 主要 组 
成 部 分 。 | 
引 理 4。 存在 一 个 常数 C, 使 得 对 于 满足 
(18) (w, Y) + a, divp)= 0, YE 
(17) (divw, Xx)=0, VXxES,, 
HV LES MweH, A 
(18) Val] <C{Aljw]] + h? ldivw)l}. 
证 明 ”如同 在 引 理 2 的 证 明 中 那样 ， 对 于 pEZ。 令 9 是 
《13) 的 解 。 则 由 (8) 和 (16) 有 
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(Vi,p)= ~ Vidivyg) = =V, divQVg) = (w, Qvg) 
=(w, Qyvg-V9) +(w, Vo) Hlitle. 
这 里 ， 由 引 理 1 MAEM, 
(Zl<lwllRyg -= Vals Chjo lga <CAlw i] lel, 
再 利用 Green 公式 和 (17) 有 
I,= ~ (divw,g)= (divw, Pog— g), 
于 是 由 引 理 8 ， 
[Lo] <lIdivw[] [Pog = gl <Ch? |divenl]|] gl] e<Ch? [dive [Ill]. 
综合 起 来 ， 有 
IV 4, P| ECR wl + A? Ildivw|) oll, 
由 此 证 明了 (18) 式 ， 从 而 引 理 得 证 。 
现在 已 经 作 好 了 证 明定 理 1 的 准备 。 
定理 1 的 证 明 ”为 了 证 明 存 在 性 ， 象 通常 那样 ， 只 需 证 
明 唯一 住 。 为 此 ， 令 ¥ = 0. 在 (4 中 令 % = zu 和 = 得 到 
|o, ||? = ~(u,, divo,)=0, 
FÆ, = 0 ,由 引 理 2 ,我 们 可 以 结论 4 = 0 ， 这 就 证 明了 唯 
一 性 。 
在 误差 分 析 中 ， 我 们 将 从 cx = 5 的 估计 开始 。 根 据 (7》 
R RAIH 
(19) llo, -ofslQo -ol 
就 够 了 。 为 此 注意 由 (6), (3) 和 (C4), 对 于 XE5，, RNA 
(div(Qo ~ 04), x) = Give, x) = (divo x) 
= ~(f,X)+(f,X)=0. 
这 样 ， 在 Q, 上 ,div (Qo ~o,) 等 于 0 ,又 因 它 在 每 个 :上 是 线 
性 的 ， 所 以 在 2 上 亦 为 0 .但 是 ， 由 (3) 和 (4) 式 ， 有 
(20) (9,-9.9) + (u-u, divp)=0, VCH, 
FE, BRAK? = Qo -ai 有 
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(9,-0,0,-Qo)=0, 
从 而 
lo;~oll?=(0, -0,Qo~-0)<||o,-9||[Qo-of, 
这 就 证 明了 (19) 式 。 
为 了 估计 ll 一 韦 ， 我 们 注意 出 vyE5，， 对 peH Ws 
定义 (14) 有 
(u, div) = (Pou, divý), YYEH ,, 
因此 由 (20) 有 ， 
(o=o, H) + (4, — Bou, divg)=0, YEH,, 
BR, AF 
(21) (div(o,-9),x)=0,V%xESi, 
所 以 由 引 理 4 可 以 结论 
(22) ljus- Poul <C{Allo, ~ ol +h? |\div(o, ~ 7) |]}. 
由 前 面 已 知 
lloa ~ ol] <CAllalle. 
另外 ， 通 过 分 别 考 虑 每 个 边界 三 角形 ， 可 以 证 明 
divo ,l=Clldivos l[i, wae, 
FR, 在 (21) 中 取 X=divo,1o,ES，， 即 可 得 到 
ldivo sl<Clldivol< CH, 
此 式 与 (22) 一 起 证 得 
us — Boull<Ch? lulls, 
再 根据 引 理 8 , 这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 
将 上 述 证 明 精 细 化 ， 可 以 得 到 关于 解 的 第 一 个 分 量 & 的 
一 个 几乎 最 佳 阶 的 最 大 模 误 差 估计 ， 即 


1 
lua ~ all zac Ch?log alls, 


这 里 ， 我 们 就 不 给 出 证 明 的 细节 了 。 
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我 们 可 以 这 样 想 象 ，(4) 带 有 ,EL 的 解 
(41,0,)CS,x H BHT. f =u, Rif =o, 所 定义 的 算 子 对 
(Tri, RioiL.-S.xHA, (eRe LWAR. FUERA 
(DROME FT: LHO) x AO), RMR TRE 
前 些 章 的 条 件 ( 让 和 (ii). 
引 理 5。 由 Tf =wi; 所 定义 的 算 子 TiiLs->Si, 在 Ls 上 
是 自 共 斩 和 半 正 定 的 ， 并 且 于 Si, 上 是 正定 的 。 其 次 ， 有 
IT .f -Tf<ch* ff. 
证 明 ”离散 问题 可 以 写成 
(23) (divRsf ,XxX)= ~ s) YXES:), 
(Rif, p+ (Taf, divpy=0, “CH. 
由 这 些 关系 ， 我 们 有 
(f,T.g) = -GivRif,Tigd=(Rif, Rig), Vf, gELs, 
RAT £L,LABHREMBAEEN. WE SSCS eR 
T.fs=0, WHODRAR.S.=0, K 
Wf? = = efa div Rf) = 0, 
FÆL = 0 ， 这 表明 T; 在 S$; 上 是 正定 的 。 这 样 一 来 , 由 定理 
1 立即 可 知 要 证 的 误差 估计 成 立 。 
现在 ， 我 们 转向 抛物 问题 
u, =Au= f; 于 Qx(0,co) 内 ， 
u=0, 在 8Q x[50 ,co) 上 ， 
u(r, 0)=V, FRA. 
再 次 引进 o =yu, ” 则 函数 对 (4u,0)ELsX 卫 满足 
(11,9)— (divo, p) =(f,9), YpELs 1> 0, 
(24) (o,w)+(u,divw=0, ¥wEH, t>0, 
ao) =V, 
这 引导 我 们 考虑 如 下 的 半 离 散 问 题 ， 求 (41,01)ES, x Hay 
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使 得 
(25) (tay, X)— (divor, x= CF, X) YXES ASO» 
(Ti, Y) +, divp=0, VCH, Heo, 
#1(0) = 5, 
其 中 矿 ; 是 VY 在 S, 中 的 荣 种 近似 注意,0.(0) 可 由 4;(0) 通 过 
(25) 中 的 第 二 个 方程 确定 。 
SES PA WEE, 这 个 问题 可 以 写成 矩阵 形式 
AU ,-BS =F, 
BTU+DZ=0, 
U(0) 是 给 定 的 ,0 和 之 是 相应 于 丸和 o; 的 向 量 ，4 和 DD 是 正 
定 和 矩阵 。 从 中 消去 之 后 ， 则 可 得 关于 品 的 一 个 线性 常 微分 
FHA, BHU, 的 系数 是 一 个 正定 和 矩阵， 所 以 这 个 方程 组 
MFRS 0 存在 唯一 解 。 
回忆 算 子 T; 的 定义 ， 我们 的 问题 也 可 以 写成 
(26) Tiuri tm Taf, t>0, 
ui(0) =V r, 
FTES, 上 是 正定 的 ， 开 方程 再 次 说 明 (25) 存 在 唯一 解 
ta CO, co)-> 9 一 旦 xx 被 确定 ，c4 可 由 (25) 的 第 二 个 方程 求 
出 。 结 合 连 续 问 题 的 相应 形式 
(27) Tu, +u=Tf, t>0, 
ulo) =F, 
半 离 散 问题 的 算 子 表示 式 (26) 如 园 在 第 二 、 三 和 六 章 中 一 样 
可 以 用 来 推导 w; 的 误差 估计 ， 并 人 象 在 第 七 和 第 八 章 里 那样 ， 
它 还 可 以 用 来 陈述 相应 的 全 离散 格式 。 
下 面 的 第 一 个 结果 ， 是 用 能 量 法 导出 非 齐 次 方程 的 
误差 估计 ,这 个 方法 的 优点 是 对 Ws 和 04 的 误差 同时 加 以 分 
Fr. Loh, 我们 要 用 到 精确 解 的 适应 现在 情形 的 一 个 
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椭圆 投影 ， 这 里 我 们 把 它 定义 为 函数 对 
(28) (414,0:)=(-T,Au, ~ RAWES, xH, 
这 就 是 以 (u,v 为 精确 解 的 椭圆 问题 的 离散 解 。 我 们 还 要 把 
离散 初 值 取 为 和 (0), 它 可 以 被 想象 成 往 S, Lee eB 
BPW =-TAV. 
定理 2， BV=PV=-TAV, 并 令 G4，04) 和 
(4,0) = (u, Va BEC M24 E, M 0 有 
(29) lus O ~ OLCH {acs + 人 asd 
和 
(30) [oD oC |<Ch*fucirlis + (J enze)” } 
证 明 KH, FHF, 令 
O=u,~#,, 0 =H, —ue=o,— Gy, 
由 定理 1 可 知 
loc) = JE ~ uf) ||<CA? lu ls 
和 
(31) l| (E) ~ OCF) | <Ch? luce) 5, 
所 以 镜 下 的 只 须 估计 9 和 le. 
利用 变 分 陈述 ， 我 们 有 误差 方程 
(32) (O01,X)— (dive, x)= =p., X), YXES'i, 
Ce, y) + C0, divy)=0, VY¥CH,, 
Sx =0,y5=e, 并 将 两 式 相 加 ， 得 到 
d 
ge NOM? + lel? = 一 (ov9)， 
由 于 6(0) = 0 , 按 标准 估计 ， 有 


le Sf lo dsscasf te. llads, 
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这 便 完成 了 (29) 的 证 明 。 
为 了 证 明 (30), 将 (32) 式 中 的 第 二 个 方程 对 t 微 分 ， 然 后 
令 XY=0,%=e， 把 两 式 相 加 得 到 


(38) 二 条 llela+ledz= -toato oN, 


现在 注意 到 ， 由 于 0(0) = 0 , 则 有 se(0)= 0 . 由 (33) 对 上 积分 
以 及 pi 的 标准 估计 ， 可 得 


lelea ‘od exch 人 leiaas， 


此 式 与 (31) 结 合 即 可 证 (30), 从 而 定理 证 毕 。 
现在 来 讨论 齐 次 方程 的 某 些 误差 估计 ， 我 们 从 光滑 初 值 
的 估计 开始 ， 象 在 第 三 章 里 那样 ， 将 用 到 空间 请 *(Q)， 
定理 3， u, CMU, 0) 是 相应 于 (25) 和 (24) 的 齐 
次 方程 (f = 0 ) 的 解 ， 并 和 且 矿 ; = PP, 六 , WHF 0E 
{lt) — uha MVEA? (NN, 
和 
loaf) -o(f)||<Ch s, SV CAS NH. 
证 明 根据 引 理 5 以 及 表示 式 (26) 和 (27)， 第 一 个 估计 
可 由 第 三 章 的 定理 1 立即 推出 。 对 于 第 二 个 估计 ， 注 意 到 
les SCII Ils 
M 用 第 三 章 的 记号 》 
[eaassc | luliassc| ae ts ,psd 


则 可 由 上 面 的 定理 2 得 到 ,定理 证 毕 。 
我 们 用 证 明 齐 次 方程 的 一 个 非 光滑 初 值 的 估计 来 结束 这 
一 章 。 
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定理 4。 设 (un, oa) 和 (4,o) 是 相应 于 (25) 和 (24) 的 齐 
次 方程 (f = 0, HEV. HPV FID 0 ,有 
(34) [ua ud) ECht IV I], 
和 
(35) l[o -oDC IV ||, 
证 明 由 第 三 章 的 定理 3 MA, WFj>0, A 
Diu) ~ ut) [SCA IV |], t>0. 
《34) 式 是 此 式 / = 0 的 特殊 情形 。 为 了 证 明 (35), 再 次 利用 由 
(28) 定 义 的 椭圆 投影 (&; ,6 )。 象 在 定理 2 的 证 明 中 那样 ， 我 
们 有 
《90)+jlel2= - (p10), 


于 是 有 
(36) Jell adel + i614. 
这 里 
8 C4) |< l]ua Ct) — uN + eC) [|< CAE], 
lo. CQI<Ch? lu, Olas Cht, 
和 
8, CA ]S|D Cu.) ~ u(t) + AOI ESA a IF IL, 
所 以 (36) 表 了 明 
ject) || <Ch2t-8/? ||], 
其 次 由 (31) 有 


le.) ~ oD ||SCA? lu) || sx CAS? |], 
这 便 完 成 了 (35) 式 的 证 明 ， 从 而 定理 证 完 。 
如 同 定常 问题 的 情形 ， 上 述 误差 估计 加 细 之 后 ， 可 以 推 
出 对 于 w (O 的 几乎 最 佳 阶 的 最 大 模 误 差 估计 。 相 应 于 定理 
2,8, 和 4 的 在 一 致 度量 意义 下 的 这 些 误差 界 都 是 由 o) 
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的 误差 界 ， 乘 以 因子 log 广 得 到 的 。 例 如 ， 相 应 于 定理 4 的 
一 致 估计 是 

[u (D -ulec Ch loggt? [VI 
这 里 ， 我 们 就 不 详细 叙述 了 。 


参 # xX 献 


上 面 所 讨论 的 混合 法 ， 是 Raviart 和 Thomas 在 C 1 ] 中 对 于 
多 角形 域 上 的 定常 问题 引进 的 ,并且 后 来 ,例如 在 C 2 1 中 ， 作 
了 进一步 研究 的 混合 法 族 中 的 一 个 特例 。 这 里 的 分 析 及 其 对 
于 抛物 问题 的 应 用 是 取 自 3]， 那里 还 用 于 定常 和 非 定常 的 
Stokes 方 程 .上 面 引 理 1 的 证 明 中 所 用 到 的 Bramble 一 Hilbert 引 
理 ， 其 证 明 可 参见 [4]。 


l1. P, A, Raviart and J, M, Thomas, A mixed finit® 
element method for 2nd order elliptic problems, Proc, 
of the Sympcsium on the Mathematical Aspects of the 
Finite Element Method, Rome, December, 1975, Springer 
Lecture Notes in Mathematics 606, pp, 292—315, Berlin, 
Heidelberg, New York (1977). | 

2. R, S. Falk and J,E,Osborn, Error estimates for mixed 
methods, RAIRO, Anal, Nutmér, 14, 249--277(1980), 

8, C, Johnson and V, Thomée, Error estimates for some 
mxied finite element methods for parabolic type problems, 
RAIRO, Anal, Numér, 15, 41—78(1981), 

4, P. G, Ciarlet, The Finite Element Method for Elliptic 
Problems, North Holland, Amsterdam( 1978), 
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第 十 四 章 “一 个 奇 型 问题 


在 这 一 章 里 ， 我 们 考虑 奇 型 抛物 方程 
(1) Wt + g(x f(x), xel =(0,1), 
t>0, 
它 带 有 边 值 和 初 值 条 件 
(2) uz(0,1) =u(1,1) =0, #0, 
u(x,0) =V(x), «El, 
同时 ， 作 为 准备 ， 还 考虑 相应 的 定常 问题 
(3) mu AW + qu=f, TIA, 
u’ (0) =u(1) =0, 


在 上 述 的 两 个 方程 中 ，g 是 了 上 的 一 个 光 消 、 有 界 且 非 负 的 
函数 。 这 种 问题 是 会 在 三 维 球 对 称 问题 中 出 现 的 。 例 如 ， 郑 
4 是 下 述 问 题 的 解 

u,~Aut+quaf, FBx(o, co), 

u=0, ZEOBX(0, 00) fy 
ule, ORV, FRA, 

RpRABURBCOCR, qg, fAVRRMF |x|. 通过 极 
坐标 变换 ， 此 问题 可 以 化 成 (1)、(2) 的 形式 ， 这 里 * 代表 径 
向 坐标 。 注 意 ， 著 xEC”(7 7 和 满足 (3) 中 的 微分 方程 ， 并 且 / 
在 x = 0 点 处 是 有 界 的 ， 则 x = 0 处 的 边 值 条 件 是 自动 满足 的 . 
事实 上 ， 不 难 知道 如 果 sEC2(T)，2 和 /在 0 点 附近 有 界 ， 
则 上 述 论断 成 立 。 


一 238 - 


我 们 将 讨论 解 上 述 问题 的 那样 的 近似 方法 ， 这 个 方法 利 
用 属于 S$; 的 空间 变量 函数 作为 近似 函数 ，S + 是 由 在 了 上 连续 
ELE REEF DRIAL 1 =《%;-1,%*;) 上 为 次 数 不 超 过 r ~ 1 的 多 项 
式 的 函数 所 构成 的 函数 空间 。 这 里 x; =jh;j=1,…，M,h= 
1/M, rR 

我 们 首先 讨论 定常 问题 (3)。 这 个 问题 的 一 个 自然 的 变 

分 陈述 是 来 自 将 方程 写成 如 下 形式 
—(x7u' ) txalu f, FIA. 

出 此 可 以 署 出 ，(3) 的 一 个 解 也 是 问题 


A(u,p)= foe o +x7%qup)dx =(x*f,~), eCH! 


WO, OB, AURA Px = 1 点 取 0 值 的 函数 作成 的 空 
ll, ©, RRB 的 Ls 内 积 。 因 此 ,我们 可 设立 离散 定常 
AM, RweS,, ee 
(4) Alus, X) =f, X) YXES a 
容易 看 出 ，4(0,0) 是 启 : 上 的 一 个 正定 ， 对 称 双 线 性 形 
A, SCL BIA, WTAE BREIE Sap 
在 唯一 解 。 
首先 。 我 们 建立 一 个 简单 的 Poincaré 型 不 等 式 ， 
引 理 t。 若 x 宇 0 和 d>>0， 则 
x Vi, copay Edile lesco » Hd) = OF, 
证 明 。 对 于 xE[0,d]， 有 


a 
[x*V(x)[=| 2 人 (s)ds| 
alix” leito <d? IE leson 9 


积分 此 式 立即 得 到 引 理 的 结果 。 
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WH, BMa=d=1, WS|MiAMsBAC, OA AE 
KTR 是 连续 的 。 这 是 由 于 | 
Aua Phau eV? | + Ile le oteeli i 


SA + Halle cer dln? Iir I 


其 中 | 小 = le ls ,crs 
现在 可 以 证 明 (4) 的 如 下 误差 估计 。 
定理 1。 在 前 面 的 假设 下 ， 对 于 (4) 和 (3) 的 解 u; 和 wu， 有 
ælu — WDE Ch rul 
证 明 。 令 e =ws 一 4， 我 们 将 直接 从 变 分 陈述 来 证 明 
(5) [xe ||<SCh'~* |] xu ||, 
然后 ， 通 过 一 个 对 偶 论 证 给 出 
(6) xell<Chllxe’ ||, 
这 些 不 等 式 合 起 来 即 证 得 定理 。 
为 了 证 明 (5) 式 ， 我们 注意 到 ， 由 定义 ， 
Alus, x)= (xf, X) = Alu, X) XES ns 
所 以 
(7) Ale,x)=0 WxeSi. 
由 于 9 是 非 负 的 ， 故 有 
xe’ J <Alle, e)= Ale, x -u)<ellxe’ ixx- uy |], 
从 而 
\|xe” l=Çinf lecx- a) Il, 
现在 ， 我 们 把 x 选 作为 4 在 S1 上 的 如 下 插值 函 Ba, Ka 在 每 
AKT, (j=2,…,A 必 ) 上 局 部 地 由 下 列 方程 定义 
Balx; + hh/lr— 1)) =u(x; +kh/(r-1)); 
R=0,°,7—2;j=1,.…,M-1, 
#,(1) =uCt), 
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另外 在 第 一 个 区 间 7 :上 满足 
B(x, - 0) =u (x), k=0, 7-1, 
显然 ， 上 述 条 件 唯 一 地 确定 ws， 并 有 
lau) lesap ich u ap P= 1s My 


于 是 ， 除 掉 第 一 个 区 间 外 ， 有 


JB) uF! Hager Ch FL lu ls 
SCR xu? IIe crys j=2, iM, 


对 于 第 一 个 区 间 ， 通 过 反复 利用 引 理 1， 可 得 
(xru) nectar Shl sy) 
SAT xe esr 
出 此 可 以 结论 
inf NC — uy! halak 4)! Ch?" xu], 


这 就 完成 了 (5) 式 的 证 明 。 
现在 来 证 明 (6) 式 。 AVE TAME, 


(8) -p -Ëy sqb=o, FIA, 


y (0) = ¥(1) =0, 
其 中 % 是 一 个 给 定 的 在 0 点 附近 取 0 值 的 光滑 函数 。 由 于 (8) 
可 以 解释 成 一 个 三 维 球 对 称 椭圆 问题 ,所 以 可 假定 $ 在 了 上 是 
光滑 的 。 利 用 正 交 性 (?7)， 我 们 有 
[(x?e,p)| =[Ace, $)|=|A(e,y -xX)| 
<Clxe’ illay- x)’ Il, YLES. 
若 入 是 % 的 一 个 分 段 线性 播 值 ， 与 前 面 类 似 地 有 
lxC: - py SCI x" |], 
这 里 我 们 将 证 明 
(9) xp* ||<Clixell. 
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暂且 假定 此 式 成 立 ， 则 可 以 结论 
|(%?e,p)|<Chl|xe’ Hllxoll, 
由 此 立即 可 知 (6) 式 成 立 。 
MPRA COT. H8), 
leo" ]<CC lH? Il + lx] + ple 
根据 引 理 1 和 (8)， 我 们 有 
lyi <A, p) = (xp, H)<llxelllledll, 
于 是 
(10) [xo] <lxoll. 
如 果 我 们 能 证 明 
lly’l<Clxopll 
则 可 完成 (9) 的 证 明 。 用 一 xy’ 乘 (8〉 中 的 方程 并 积分 ， 我 们 
得 到 
(xo, 9") + 2 N= —(x(p—-ap), W) 
<Clleoll + ila We edly’ lacio I 


最 后 一 步 用 到 了 (10) 式 。 这 里 ， 
v at yee lyre yt Lyg yes liyi 
C(x", Y ) = (本 2 Jo zl” [7 = zl” il>, 
于 是 综合 起 来 得 到 
3 I” l*<Clzpl Iv I 


这 就 完成 了 (11) 式 的 证 明 ， 从 而 定理 得 证 。 
现在 来 讨论 依赖 于 时 间 的 问题 (1)，(2)。 我 们 定义 它 的 
半 离 散 近似 ， 
(12)(x22 X) + Ata H) =X F, X) WAKES ae $0, 
ualO) =V ann 
显然 ， 这 个 问题 有 唯一 解 。 我 们 证 明 
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定理 2。 设 4 是 (1), (2) 的 解 ，wi 为 (12) 的 解 ， 则 
le O uN -V+ ch (el 


t 


+ sands)y, 0, 
o 


ER. RNR AAR. RIES, 上 的 一 
个 椭圆 投影 P 4， 
AP u-u, X)=0, YXES,, 
Heur, ~u = lu ~ Pa) tP auau) O H p. h ERLT 


lxp NSCh xu PD EC {eV I+ fizu las}. 


剩 下 的 就 是 去 找 9 的 一 个 恰当 的 估计 。 由 于 
(x78,,4) + A(O,X)= PAX YXES';, 
取 x OFA A ORE 可 得 


xb IG ral les x dP d x0 lp lO. 


消去 公 因 子 并 积分 之 ， 则 得 到 

[xala leco N+ (lxpsllds 

x(V a -V+ Ch (xP + filer tds}. 
综合 以 上 估计 即 完成 了 定理 的 证 明 。 | 

数值 试验 表明 ， 用 这 个 方法 解 上 述 奇 型 问题 所 得 的 近似 

解 ， 在 x=0 附近 的 误差 是 比较 大 的 。 这 是 不 奇怪 的 ， 因 为 
在 我 们 的 变 分 陈述 中 ， 使 用 了 权 因 子 x*， 因 此 没有 强调 A 
数 在 原点 附近 的 值 。 为 了 改善 这 种 状况 ， 使 得 误差 的 分 布 更 
均匀 ， 我 们 现在 考虑 上 述 问题 的 另外 一 种 弱 陈 述 。 
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我 们 从 定常 问题 开始 ， 首 先 把 问题 写成 如 下 形式 
~ xu" — 2u +aq(x)u=xf(s), xEl, - 
u1(0) =u(1) =0, 
用 op 乘 方程 两 端 ， 肯 在 I 上 积分 ， 并 对 第 一 项 应 用 分 部 积分 
公式 ， 即 知 (3) 的 解 满 足 
(13)B(u, p) = (Xu ,9 )— (u, p) + (xqu, 9) = (xf, 9) ， 
YoeH', 

这 个 变 分 陈述 使 用 了 一 个 非 对 称 的 双 线 性 形式 B8(*,*)， 但 
是 它 仍然 是 正定 的 。 事 实 上 ， 若 (1) = 0， 则 有 

BV WV ) = lj! 1? + LV (0)? + lr) VN. 


现在 可 以 定义 离散 问题 ， shu, ES ,使 得 
(14) Bou, 4) = (xf,X), YXES,. 
由 B(。,。) 的 正定 性 ， 此 离散 问题 存在 唯一 解 :， 并 有 
Blus~u, X)=0, FES, . 

分 析 这 个 问题 的 最 自然 的 模 奢 来 是 x*3V=( xV， 
Vy? ， 这 样 可 以 期 待 误差 在 靠近 原点 的 地 方 增加 的 不 是 那 
样 显 著 。 我 们 将 直接 推导 出 一 个 最 大 模 的 误差 界 ， 以 代替 用 
这 种 带 权 模 从 事 的 误差 分 析 , 为 了 叙述 上 的 简单 ,我 们 把 讨论 
限制 在 r = 2 的 情形 ， 也 就 是 说 ， 只 考虑 分 段 线性 近似 。 更 一 
般 的 结果 可 以 在 C3J 中 找到 。 

定理 3。 设 r = 2，4 和 w; 分 别 是 (3) 和 (14) 的 M.S ele 


= Welle cers WA 
ls — ull <Ch? lar o 


证 明 。 令 e =4; 一 4。 我 们 首先 证 明 
(15) ` lels Chllet llc.» 
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然后 再 证 
(16) le 中 <Chllu7 ic. 
这 两 个 估计 合 起 来 即 证 明了 所 要 证 的 结果 。 
先 来 证 明 (15) 式 。 对 于 给 定 的 p， 令 Y 是 
(17) -Y +g =p, FIA, $(0) =$(1) =0 
的 解 ， 则 对 于 任意 XES，,，， 有 
(xe,p)=(xe, -pI+qp)= (xe), pL) + (xge, $) 
= B(e,p)=Bce,¥-x). 
Fe, WRS Iele Habel. WE 
(cxe, p)[<Clle’ le {lx -ille + ly— xl 
我 们 将 证 明 
(18) ink {xp x) "Iles + ly- xlea} Chlxyr llc» 


和 
(19) lo" le. SC llxlle.. 
综合 以 上 估计 可 得 
[¢e,xp)(<Chlle! le llxolle | 
即 415) 式 得 证 


为 了 证 明 (18) 式 ， 我 们 注意 到 ，y 在 每 个 区 间 1 ,上 的 标 
准 分 段 线性 插值 六 ;满足 


ANP BO 人 cp 二 性- 和 hira pacht ls er ps 


由 此 易 知 ， 对 于 除 第 一 个 区 间 以 外 的 所 有 区 间 1 ,有 
(20) læ- Huds Ikra 十 | 一 到 lerap 
<Chllzy le pe 


el, bp i 是 由 条 件 六 和 (x, -0)=°(x), [=0, 1, 
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定义 的 ， 因 此 有 


| (用 -到 )(x)| = 上 sepaslslzgelaeas 


x 


积分 之 后 得 到 
I8 -= Faller cra Ed cry ° 
RU, A 


4 


EIER ACD = EAGLA EE A 


所 以 
[eb DA A 
这 证 明了 (20) 对 于 i = 1 成 立 ， 从 而 完成 了 (18) 式 的 证 明 。 
再 来 证 明 (19) 式 。 我 们 注意 到 ， 若 用 CERRADA 
Green 函数 ， 则 有 


1 


plx ) = [or<srotsrds, 


容易 看 到 

1G*(s)|<C(q@)|s], 
于 是 

ly <Cllxellz.. 
这 样 ， 由 微分 方程 得 

lx” le <ilxollc, + Cloi <cllzolz。 
这 就 证 明了 (19) 式 ， 从 而 完成 (15) 的 证 明 。 
为 了 证 明 (16) 式 ， 我 们 引进 往 S，, 上 的 椭圆 投影 Ps， 
(21) BCP VV -V,x)=0, ¥xES., 

我 们 将 证 明 
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(22) Par il SC Ie. 


若 (22) 成 立 ， 取 ws 是 4 的 一 个 适当 的 插值 ， 则 有 
etile = IPs- u)’ le, =|C Ps -TC ~ )) ile, 


<Cllus = u)! ll CA ls. 


这 就 是 (16) 式 。 
TEROR, SVa =P. BBC, HER 
BV, W= 0!,xW!t-W), 
并 将 (21) 写成 
(23) BVa, x)= BV, x) 一 (xq( —V), 2), 
YESA, 
间 时 ， 我 们 引进 试探 函数 的 一 组 基底 {p91}4， 
其 中 
=h, - 当 X<Xi-1, 
Oi(X)=IX— Xi, BX KCK, 


0, 当 X 之 X,。 
HHS 
Viz LY wo, 
册立 即 可 知 
(24) HY ede =mtax (Wf, 


所 以 ， 为 了 估计 [Vz 只 需 对 每 一 个 矿 :找到 适当 的 界 。 由 
(23) 它 们 满足 方程 
(25) DW ,Bp 2) = BV,X)- (xaq(V a-n, Xx), 


¥xXES,, 
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我 们 将 把 方程 中 的 x 选 成 是 检验 省 数 基底 {giji TCR. 
这 里 ;是 由 下 式 定义 的 ， 
QP; (X), Bxex,-. Pt. 
P(e ) {_ 1x/xi-:， 当 0<x<xi-: 时 。 
由 简单 计算 可 知 ， 上 述 函 数 具 有 性 质 
_¥0。 Mise, 
Bonto in jth. 
事实 上 ， 当 上 >j 蛙 ， 由 于 %% 在 分 的 支 集 上 为 等 ， 故 结论 是 显 
SRB, i<j, 由 于 (xy; -y ) 在 (0， xX.) 上 等 于 零 ， 
所 以 


Blip)=| (xg, — 9) dx = 0。 


了 一 了 


最 后 ， 


x 


ip! 
Bp: 9:)= ppd hes, 


这 样 ， 在 (25) 中 取 X pi 我 们 得 到 
|W hx; | = 1B,V,Y;)— (xa(V a -V),9;)] 
<M ete leds — Pill, + CFs -Ve elle, 
= ||Vi lle hx; + Cll, -V lz hx ;/2, 
A 
IW,!<ly lea +O aF le e 
根据 (24) 和 (15)， 由 此 可 得 
ae SIV + CAI -r le, 
SCV Lp + CAI Izo 
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由 于 /为 小 量 ， 所 以 上 式 昔 含 (22)。 至 此 ，( 16 ) 得 证 ， 从 而 
完成 了 定理 3 的 证 明 ， 
现在 转向 相应 于 非 对 称 方法 (14) 的 不 定常 模拟 ， 亦 即 问 
题 
C26) (xus, X) + Bus, XES, X) VES iSO, 
ui(0) =V zs 
其 中 28(。,。) 仍 然 是 由 (13) 定 义 的 双 线 性 形式 。 已 知 了 了 s 是 由 
(21) 定 义 的 椭圆 投影 我 们 来 证 明 如 下 结果 。 
定理 4。 假 定 r = 2, 并 假设 4 是 (1)、(2) 的 解 ,Wi 是 (26) 以 
V= PV AMER, WAF, 
lua E) = ulle <Ch? dog1/h) t {hurle 


+ llu; Oll + fiw: ‘lz ds}. 


证 明 。 令 
u, =u = (ur — Pau)+ CPpu—uU)=0+p, 
由 定理 3 已 知 
loc ir Ch lur lles 


于 是 只 剩 下 估计 9。 由 于 9ES;， 我 们 有 
(27) (iz Sl ie SCCogi/hy?/? [x Ol, 


EXE, AMS EL 上 维 数 有 限 的 性 质 ， 有 
2 les (Or hy C's, (8/2,k)9 
因此 


2 12 
Or ll wo CO Me, cares <c(f | jat? ol 
aj 


<C(logi/h)*!? x O 
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下 面 我 们 将 证 明 
p 
(28) ie 0 NCH {a Col, + [lia ali ds). 


此 与 (27) 结 合 便 完成 了 定理 的 证 明 ， 
注意 ， 由 (26)，(1) 的 解 的 类 似 方 程 以 及 (21)， 有 
(29) (%0,,X)+B(O0,X)= ~ (xp1,X), YXES:, 120, 
取 X = 0， 由 此 可 得 
lx? O° FSBO, A) Sr? 4, |] + let? e Dit? Ol 
因此 ， 将 引 理 1 应 用 于 最 后 一 个 因子 之 后 ， 得 到 
xt? Oe lx 0 + x? e 


这 里 ， 再 次 利用 定理 3， 得 
Np .So Ns Ch ta Os + fla ds} ， 


为 了 估计 9, 那 项 ， 将 (29) 式 微分 并 令 xX=0,， 以 得 
(x0,,1,0,)+B(0,,0,)= — (xP 11,91), #20, 
由 此 得 到 


yx? 8, Lx? Oise? palle? 9 
或 者 
jx? OCI 6, co N+ fx"? p, ds, 
0 


因为 6(0) = 0， 由 方程 (29) 并 取 Y = 0,， 得 到 
lx? 0 Cod]? = ~ (xp1C0), 0,C0)) 
<j? p collat? 0 ol 
于 是 
lxt? 6 (0) lo) Ch? uo) [ln 
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最 后 ， 义 由 定理 s， 
lz! pi 和 lo Chai ll. 


综合 以 上 估计 证 明了 (28) 式 ， 从 而 定理 证 毕 。 
在 上 面 的 结果 中 ， 初 值 广 ,是 选 为 生 的 栅 圆 投影 .我 们 现 
在 来 证 明 ， 任 意 一 个 最 佳 阶 的 初始 近似 值 都 能 产生 出 这 样 的 
离散 解 ， 它 在 最 大 模 意 义 下 和 正 的 t 是 按 几 乎 最 佳 阶 收敛 的 。 
EXE £i 为 定理 4 中 的 解 ，u BOOMER. 的 
解 ， 上 述 断 言 可 由 7 =u 一 六 的 适当 合计 得 到 和 证实。 由 于 7 属 
FS., YEHE 
(30) (xn.,x)+ Bin, x)=0, VXES a 
n(0)=V,-P.V, 
所 期 望 的 估计 是 下 述 引 理 的 一 个 推论 ， 
引 理 2。 设 7 是 (30) 的 解 ， 则 
Int Ne, CH? log1/hllx’? noll, 1>0, 


证 明 。 由 (27)， 引 理 的 结果 可 由 
lxt? 9(#)|| Set" ’? (log1/h)1/* lxt? nco) 
导出 . 现在 就 来 证 明 此 估计 式 。 我 们 有 
(31) x? n | <B, n) = - Cxn,,n) 
Slx? 7, il? all 
由 (30) 立 即 可 知 


Lalee n|? +B(n,n) = 0， 


BA 


(32) |x? nal + 2(B¢n,n)ds= 1x12 nol”, 


© 


特别 地 ， 由 此 可 以 得 到 (31) 右 端 第 二 个 因子 的 界 。 于 是 ， 通 
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过 证 明 
(33) x1? n, CE) [| <C# "ogi /hl|x*/? nco) 
即 可 完成 引 理 的 证 明 。 为 此 ， 我 们 需要 B(。,，) 在 S: 上 的 有 
FE, 或者， 更 确切 的 说 ， 
(34) [BCX E| =| (xx, E) -CX',6) + (xqx, 6)| 
<Clogi/hBCx, X) P BEL), 
X EES, 
此 式 之 所 以 成 立 ， 可 由 如 下 考察 得 到 ， 由 (27) 可 得 估计 式 
Hx Orsi We, Welle < Clogs hle x | fat E 
现在 我 们 继续 (33) 的 证 明 。 由 (30)， 我 们 有 
(35) op x? af?) + 2 BD, 7.) = ln 


利用 (34)， 有 


lxt? 7, [[% = -Benn y <Clog 4 Ben, n) PBC)? ， 


由 此 可 得 


atlet n h cBn) + Cog 7)*B(m, m), 


二 是 由 对 (35) 积 分 并 利用 (32)， 得 到 


t 


jx? nl? <Cdog1/h) Bn, nds 
Gi 


<C(log1/h)? lxt? noll. 
这 就 完成 了 引 理 的 证 明 。 
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S$ 5 xX 献 


定理 1 中 带 权 模 的 误差 估计 取 自 C19)。 关 于 同一 问题 的 一 
个 最 大 模 估 计 可 在 C2 中 找到 。 上 述 分 析 的 其 余部 分 见 C32 
那里 的 结果 是 按 最 一 般 情形 给 出 的 。 
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